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長方形
長方形：(a < b, c < d)

I := [a, b]⇥ [c, d] = {(x, y) |x 2 [a, b], y 2 [c, d]}
= {(x, y) | a 5 x 5 b, c 5 y 5 d} ⇢ R2

分割：
� :

(
a = x0 < x1 < · · · < xm = b,

c = y0 < y1 < · · · < yn = d

分割の幅：
|�| := max

(
|xj � xj�1|, |yk � yk�1| ;

j = 1, . . . ,m

k = 1, . . . , n

)
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長方形上の重積分
f：I = [a, b]⇥ [c, d] を含む領域で定義された 2変数関数
定義
f が I で積分可能,和

mX

j=1

nX

k=1

f(⇠jk, ⌘jk)(xj+1 � xj)(yk+1 � yk)

(ただし ⇠jk 2 [xj�1, xj ], ⌘jk 2 [yk�1, yk])

が，幅 |�| を 0 に近づけるとき，(⇠jk, ⌘jk) のとり方によらずに一定の値 S に近づく．
S =

ZZ

I
f(x, y) dx dy.
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長方形上の重積分と累次積分
f：I = [a, b]⇥ [c, d] を含む領域で定義された 2変数関数
ZZ

I
f(x, y) dx dy =

Z b

a

Z d

c
f(x, y) dy

�
dx =

Z d

c

Z b

a
f(x, y) dx

�
dy
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コンパクト集合
D ⇢ R2

I D が閉集合 , D の補集合が開集合
I D が有界 ,

I = [a, b]⇥ [c, d]を十分大きく取れば D ⇢ I = [a, b]⇥ [c, d]．
I D がコンパクト , D は有界かつ閉．
例：

{(x, y) |x2 + y2 5 1}
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コンパクト集合上の積分
D ⇢ R2：コンパクト；D ⇢ I = [a, b]⇥ [c, d]
f：D を含む領域で定義された 2変数関数

ZZ

D
f(x, y) dx dy :=

ZZ

I
f̃(x, y) dx dy

f̃(x, y) :=

(
f(x, y) (x, y) 2 D

0 (x, y) 62 D, (x, y) 2 I
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面積確定集合
D ⇢ R：コンパクト
定義
D が面積確定 , 定数関数 1 が D 上積分可能．

|D| :=
ZZ

D
dx dy
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累次積分
命題 (命題 5.19)
I '(x),  (x)：区間 [a, b] 上の (1変数) 連続関数
I '(x) 5  (x) (a 5 x 5 b)

)
I D := {(x, y) 2 R2 |'(x) 5 y 5  (x), a 5 x 5 b}はコンパクトかつ面積確定集合．
I

ZZ

D
f(x, y) dx dy =

Z b

a

"Z  (x)

'(x)
f(x, y) dy

#
dx
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累次積分
命題 (命題 5.19)
I ↵(y), �(y)：区間 [c, d] 上の (1変数) 連続関数
I ↵(y) 5 �(y) (c 5 y 5 d)

)
I D := {(x, y) 2 R2 |↵(y) 5 x 5 �(y), c 5 y 5 d}はコンパクトかつ面積確定集合．
I

ZZ

D
f(x, y) dx dy =

Z d

c

"Z �(y)

↵(y)
f(x, y) dx

#
dy
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累次積分の記号
ZZ

D
f(x, y) dx dy =

Z b

a

"Z  (x)

'(x)
f(x, y) dy

#
dx

=

Z b

a
dx

Z  (x)

'(x)
f(x, y) dy

=

Z d

c

"Z �(y)

↵(y)
f(x, y) dx

#
dy

=

Z d

c
dy

Z �(y)

↵(y)
f(x, y) dx
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