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2変数の変数変換
C1-級の変数変換

F : R2 ⊃ (u, v) 7−→ F (u, v) =
(
x(u, v), y(u, v)

)
∈ R2

⇒

F (a+ h, b+ k)

= F (a, b) +

(
xu(a, b) xv(a, b)
yu(a, b) yv(a, b)

)(
h
k

)
+

√
h2 + k2 ε(h, k)

|ε(h, k)| → 0
(
(h, k) → (0, 0)

)
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変数変換の線形近似
F (u, v) =

(
x(u, v), y(u, v)

)
：C1-級の変数変換

(h, k) が十分小さいときは，次の近似式が成り立つ：

F (a+ h, b+ k)− F (a, b) +

(
xu(a, b) xv(a, b)
yu(a, b) yv(a, b)

)(
h
k

)
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微小平行四辺形の面積比
F (u, v) =

(
x(u, v), y(u, v)

)
：変数変換

事実 (事実 6.14)
十分小さい ∆u, ∆v に対して，uv-平面上の，点

(a, b), (a+∆u, b), (a, b+∆v), (a+∆u, b+∆v)

を頂点とする長方形 D を F で写した像は，(
x(a, b), y(a, b)

)
,(

x(a, b) + xu(a, b)∆u, y(a, b) + yu(a, b)∆u
)
,(

x(a, b) + xv(a, b)∆v, y(a, b) + yv(a, b)∆v
)
,(

x(a, b) + xu(a, b)∆u+ xv(a, b)∆v, y(a, b) + yu(a, b)∆u+ yv(a, b)∆v
)

を頂点とする平行四辺形に十分に近い．

微分積分学第一 重積分の変数変換 2024/07/16 4 / 9



微小平行四辺形の面積比

事実 (事実 6.14（続き）)
長方形をD を F で写した像 D′ の面積は

|D′| + |xu(a, b)yv(a, b)− xv(a, b)yu(a, b)| |D| =
∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣∆u∆v
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例
変数変換 F (r, θ) = (r cos θ, r sin θ)
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重積分の変数変換
F : (u, v) 7→

(
x(u, v), y(u, v)

)
：C1-級変数変換

定理 (重積分の変数変換)
F によって uv 平面上の面積確定集合 E が xy 平面上の面積確定
集合 D と 1対 1に対応している
⇒
D 上の連続関数 f に対して∫∫

D
f(x, y) dx dy =

∫∫
E
f
(
x(u, v), y(u, v)

) ∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ du dv
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例

∫∫
D

dx dy

1 + x2 + y2
D := {(x, y) | 1 5 x2 + y2 5 2, x = 0}
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課題
I 今回の課題はありません．
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