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集合の濃度

定義
I |X| = |Y | def⇐⇒ 全単射 X → Y が存在

I |X| 5 |Y | def⇐⇒ 単射 X → Y が存在

I |X| < |Y | def⇐⇒ |X| 5 |Y | かつ |X| 6= |Y |
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Q and A
Q: 集合の濃度を定義するときに，たとえば集合A,Bについて

A → Bの単射性ではなく逆向きの写像についてB → A全射
性を言えるかで定義することもできると思うのですが，後者
ではなく前者を採用するのはなぜなのでしょうか？

A: 系 7.16ですね．
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Q and A
Q: ベルンシュタインの定理で，|X| 5 |Y |かつ |X| = |Y |ならば

|X| = |Y |というのは不等式から明らかなように思えるが，
そうでないのは，集合の濃度が等しいというのが同値関係で
あったり，濃度の大小が数の大小と違い順序（原文ママ：違
う順序？）だったりするからなのか．

定理 (定理 8.8; ベルンシュタインの定理)
|X| 5 |Y | かつ |Y | 5 |X| ⇒ |X| = |Y |．
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ベルンシュタインの定理の証明

命題
f : X → Y , g : Y → X: 単射 ⇒ 全単射 h : X → Y が存在する．
I Y1 := Y \ f(X) ( 6= ∅)
I X1 := g(Y1), Y2 := f(X1), X2 := g(Y2), …, Xk := g(Yk),

Yk+1 := f(Xk).
I X ′ :=

⋃∞
j=1Xj , Y ′ :=

⋃∞
j=1 Yj

I X ′′ := X \X ′, Y ′′ := Y \ Y ′.
⇒

f(X ′′) = Y ′′, g(Y ′) = X ′.

だから g1 : Y
′ 3 y 7→ g(y) ∈ X ′ は全単射．そこで

h(x) =

{
(g1)

−1(x) (y ∈ X ′)

f(x) (x ∈ X ′′)

とすればよい．
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Q and A
Q: 構義（原文ママ：講義？）では様々な集合についてNとの濃
度を比較したが，一般に空でない集合A,Bについて，
|A| < |B|，|A| = |B|，|A| > |B| のいずれか 1つの関係は成
り立つのか．

A: 濃度の比較定理（定理 12.8）
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Q and A
Q: 非可算集合は可算集合より濃度が大きいですが，非可算集合
より濃度が大きい集合が存在しますか？ また，そのような
集合が存在するとしたら，「濃度が等しいである」の証明は，
全単射が存在することだけで証明できますか？

位相空間論第一（講義） 連続の濃度 2024/05/21 7 / 8



冪集合の濃度

定理 (定理 8.15)
|X| < |2X |
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