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ツォルンの補題の証明 2

定理 (ツォルンの補題；定理 11.1)
X：帰納的順序集合；x0 2 X

) X の極大元 m で x0 5 m となるものが存在する
⇤ := {S ⇢ X ; S は x0 を最小元とする整列部分集合} 3 {x0}

S+ := {x 2 X ; x は S の上界}

仮定
I すべての S 2 ⇤ に対して S+ \ S 6= ?
I X に極大元が存在しない．設定
I f : ⇤ 3 S 7! f(S) 2 X, f(S) 2 S+ \ S (( 選択公理)
I S0 = S [ {f(S)}: 整列部分集合
I ⇤0 := {S 2 ⇤ ; 各 x 2 S \ {x0}に対して x = f(Sx)}．
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I ⇤ := {S ⇢ X ; S は x0 を最小元とする整列部分集合} 6= ?
I S+ := {x 2 X ; x は S の上界}
I f : ⇤ 3 S 7! f(S) 2 X, f(S) 2 S+ \ S
I S0 = S [ {f(S)}: 整列部分集合
I ⇤0 := {S 2 ⇤ ; 各 x 2 S \ {x0}に対し x = f(Sx)} 3 {x0}．
主張 (cf. 補題 11.18)
I S ( S0

I S 2 ⇤0 ) S0 2 ⇤0
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Nod *2 31" x-2M8.

Sto SafX r
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I S0 = S [ {f(S)}: 整列部分集合
I ⇤0 := {S 2 ⇤ ; 各 x 2 S \ {x0}に対し x = f(Sx)} 3 {x0}．
主張 (cf. 補題 11.18)
I S, T 2 ⇤0 なら，S = T , S = Ty, Sx = T のいずれかが成り立つ．

(( 定理 11.12（順序同型までいえる）)
(( 補題 11.19（一致することが言える；超限帰納法)
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I S0 = S [ {f(S)}: 整列部分集合
I ⇤0 := {S 2 ⇤ ; 各 x 2 S \ {x0}に対し x = f(Sx)} 3 {x0}．
I S, T 2 ⇤0 ) S = T , S = Ty, Sx = T

W0 :=
[

S2⇤0

S

主張
I W0 はX の整列部分集合（(命題 11.16）
I S 2 ⇤0 ) S = (W0)x（(命題 11.16）
I W0 2 ⇤0（82ページ）
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I S0 = S [ {f(S)}: 整列部分集合
I ⇤0 := {S 2 ⇤ ; 各 x 2 S \ {x0}に対し x = f(Sx)} 3 {x0}．

W0 :=
[

S2⇤0

S 2 ⇤0 ) (W0)
0 ⇢

[

S2⇤0

S = W0.
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