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ツォルンの補題

定義
(X,5) が帰納的 ⇔ 任意の空でない全順序部分集合が上に有界

定理 (ツォルンの補題；定理 11.1)
X：帰納的順序集合；x0 ∈ X

⇒ X の極大元 m で x0 5 m となるものが存在する
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Q and A
Q: Zornの補題の証明で，「X に極大元が存在しない」という仮
定を使っていないならば初めからその仮定を置く必要はない
のではありませんか？（その場合，Zornの補題の証明として
は何だか気持ち悪いものになってしまいそうですが．）

Q: ツォルンの補題の証明において極大元が存在しない仮定は，
S+ \ Sが空集合ではないところに効いているのか．（S+ \ S
が空集合と仮定すると，Sが最大元をもち，それはXの極大
元である．）

Q: ツォルンの補題の証明を一通り読んで理解したが，その証明
の中で特に重要な論法はどのあたり．また，この証明の過程
でいくつかの補題が出てきたが，その中で特に有用なものは
どれか．
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Q and A
Q: ツォルンの補題と選択公理は同値であるが，どうして「補
題」と「公理」が同値になりえるんですか？
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ツォルンの補題の言い換え
X: 集合

定義 (定義 12.1)
P ⊂ 2X がX の部分集合に関する有限的な性質

def⇔ “S ∈ P” と “S の任意の有限部分集合 ∈ P”が同値

位相空間論第二（講義） ツォルンの補題の応用 2024/06/25 5 / 7



ツォルンの補題の言い換え

定理 (定理 12.2)
次の 2つはそれぞれツォルンの補題と同値である：

(a). P ⊂ 2X が有限的な性質，かつ P 6= ∅
⇒ 包含関係について極大な M ∈ P が存在

(b). (X,5)：順序関係
⇒ 包含関係に関する X の極大な全順序部分集合 M が存在
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応用例：チコノフの定理

定理 (定理 22.18)
コンパクト位相空間の族 {Xλ}λ∈Λ の直積はコンパクト

時 分 に再開します．
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