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CORRESPONDENCE THEOREMS FOR TROPICAL
CURVES

TAKEO NISHINOU

1. Introduction

1.1. Tropical curves and holomorphic curves. The relation be-
tween tropical curves and holomorphic curves was found by G. Mikhalkin
[3]. A little more precisely, he gave the precise relationship between the
following objects.

• Tropical curves in R
2.

• Holomorphic curves in toric surfaces.

The rough idea is that we regard a tropical curve Γ as a dual intersection
graph of a singular holomorphic curve C:

• A vertex of Γ ⇔ An irreducible component of C.
• A bounded edge of Γ ⇔ An intersection between irreducible

components.
• An unbounded edge of Γ ⇔ A marked point of C.

Figure 1

In fact, Mikhalkin did not deal with these singular curves, but stud-
ied nearly singular curves by an analytic technique of patchworking.
However, using toric degeneration and logarithmic deformation theory,
it is possible to deal directly with these singular curves. These were
introduced to the study of tropical curves in [6], where the correspon-
dence between the following objects was shown:

• Tropical curves of genus zero in R
n.

• Rational holomorphic curves in toric varieties.

email : nishinou@math.tohoku.ac.jp.
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It was necessary to introduce new techniques when the ambient space
had higher dimension, because the technique of patchworking was suited
only to the study of hypersurfaces. Moreover, a merit of this method is
that there is always a precise correspondence between tropical curves
and singular curves, which is not always the case when we consider the
smooth holomorphic curves, as we explain next.

1.2. Superabundant tropical curves. What about higher genus curves
in higher dimensional ambient spaces? As mentioned above, there is
a singular holomorphic curve corresponding to a given tropical curve,
even in this case. The main difference is the existence of the obstruc-
tion to the smoothing of singular curves. Such obstructions appear
when one considers superabundant tropical curves. By definition, su-
perabundant tropical curves are those which have larger dimensional
deformation than expected.

Dimension of the moduli Obstruction to smoothing
Non-superabundant Expected Not exist
Superabundant Larger than expected Possibly exist

Such superabundant tropical curves are the main object of this talk
(based on [5]). The key points are the following.

(1) One can describe the dual space of obstruction combinatorially.
(2) One can calculate the Kuranishi map.

Using these calculations, one can study various aspects of the tropical
curves and holomorphic curves. The followings are the examples.

• Correspondence theorems for non-superabundant curves are com-
pletely solved (which is the extension of [3, 6]).

• In principle, one can determine whether a given (superabun-
dant) tropical curve has a smooth holomorphic counter part or
not.

• Genus one case can be completely answered by simple combina-
torial description, including superabundant case. Enumerative
problems can also be solved (in other words, the correspondence
theorem is proved for genus one curves).

• One can study holomorphic curves in Calabi-Yau manifolds via
tropical curves (with the help of Gross-Siebert’s toric degener-
ation of those manifolds [1, 2]).

• One can also study the case where some components of the sin-
gular curve are contained in toric divisors. In particular, one
can count the number of holomorphic disks (or bordered Rie-
mann surfaces) with Lagrangian torus boundary in non-Fano
toric surfaces (cf. [4, 7]).

• One can study bordered Riemann surfaces in toric varieties
whose boundary condition is given by Lagrangian multi-section
of the moment map.
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In this abstract, we mainly explain the combinatorial description of the
dual obstruction space, and give several examples. The correspondence
theorem is stated in the simplest situation.

2. Formal definitions

We recall some definitions about tropical curves. Let Γ be a weighted,

connected finite graph. Its sets of vertices and edges are denoted Γ
[0]

,

Γ
[1]

, and wΓ : Γ
[1] → N \ {0} is the weight function. An edge E ∈ Γ

[1]

has adjacent vertices ∂E = {V1, V2}. Let Γ
[0]

∞ ⊂ Γ
[0]

be the set of one-

valent vertices. We write Γ = Γ \ Γ
[0]

∞. Noncompact edges of Γ are

called unbounded edges. Let Γ
[1]
∞ be the set of unbounded edges. Let

Γ[0], Γ[1], wΓ be the sets of vertices and edges of Γ and the weight func-
tion of Γ (induced from wΓ in an obvious way), respectively. Let N be
a free abelian group of rank n ≥ 2 and NR = N ⊗Z R.

Definition 1 ([3, Definition 2.2]). A parametrized tropical curve in NR

is a proper map h : Γ → NR satisfying the following conditions.

(i) For every edge, E ⊂ Γ the restriction h
∣∣
E

is an embedding with
the image h(E) contained in an affine line with rational slope,
or h(E) is a point.

(ii) For every vertex V ∈ Γ[0], h(V ) ∈ NQ and the following bal-
ancing condition holds. Let E1, . . . , Em ∈ Γ[1] be the edges
adjacent to V and let ui ∈ N be the primitive integral vector
emanating from h(V ) in the direction of h(Ei). Then

(1)
m∑

j=1

w(Ej)uj = 0.

An isomorphism of parametrized tropical curves h : Γ → NR and
h′ : Γ′ → NR is a homeomorphism Φ : Γ → Γ′ respecting the weights
such that h = h′ ◦ Φ.

Definition 2. A tropical curve is an isomorphism class of parametrized
tropical curves. A tropical curve is trivalent if Γ is a trivalent graph.
The genus of a tropical curve is the first Betti number of Γ. The set of
flags of Γ is

FΓ = {(V,E)
∣∣V ∈ ∂E}.

A tropical curve has an expected dimension given by

e + (n − 3)(1 − g),

where e is the number of unbounded edges, g is the genus, n is the
dimension of the ambient space. This is calculated by linear algebra.

Definition 3 ([3, Definition 2.22]). A trivalent tropical curve is called
superabundant if the moduli space is of dimension larger than e + (n−
3)(1 − g).

- 3 -



Figure 2. An example of a trivalent plane tropical
curve of genus zero (all the edges have weight one). This
corresponds to a rational plane curve of degree two.

Lemma 4. If a tropical curve satisfies one of the following conditions,
then it is not superabundant.

• The ambient space is R
2.

• The genus is zero.

�

3. Superabundant tropical curves: examples

By Lemma 4, to obtain a superabundant tropical curve, one has to
consider the following situation.

(1) The dimension of the ambient space is at least three.
(2) The genus of the curve is at least one.

In fact, in higher dimensional ambient space, there are plenty of su-
perabundant tropical curves. A simple example in R

3 is given by the
following figure.

α

A

B
C

Figure 3. The part drawn by bold lines is contained in
a plane

Since n = 3, the expected dimension is the same as the number of the
unbounded edges, which is six. While, the actual freedom to deform
the curve is given as follows.

• Three dimensional freedom to move the vertex α.
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• One dimensional freedom to move each of the vertices A,B and
C. So three dimensional freedom in total.

• One dimensional freedom to scale the triangle.

Thus, the total freedom to deform the curve is seven. So this curve is
superabundant.

Next we give an even simpler example.

A

B

C

Figure 4. An even simpler example

There are three unbounded edges for each of the following directions

(−1, 0, 0), (0,−1, 0), (1, 1, 1), (0, 0,−1).

All of these edges are weight one. The three black dots in the figure
means the unbounded edges of direction (0, 0,−1). This corresponds to
a genus one space cubic curve, which has twelve dimensional parameters
(this is also calculated by the above formula for the expected dimension:
since n = 3, it is the same as the number of unbounded edges). While,
one can calculate the actual freedom to deform this tropical curve by
the same way shown above, and the result is thirteen. As a result, most
of these tropical curves do not have holomorphic counter parts.

It follows that the necessary (and almost sufficient, except some de-
generate cases) condition for the curve to have a holomorphic counter
part is, it is contained in a tropical hypersurface. This corresponds to
the fact that genus one space cubic curve is contained in a hyperplane.

The last example is a genus two superabundant tropical curve Γ.
The curve Γ has twelve unbounded edges:

• Three edges of directions (0, 0, 1) and (0, 0,−1) for each.
• Two edges of directions (1, 0, 0), (0, 1, 0), (−1,−1, 0) for each.

The bounded edges are:

• Three parallel vertical edges of direction (0, 0, 1).
• Three pairs of parallel edges of directions

(1, 0, 0), (−1,−1, 0), (0, 1, 0),

respectively.
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Figure 5

• Edges of directions

(−1,−1, 1), (−1,−1,−1), (1, 0, 1),

(1, 0,−1), (0, 1, 1), (0, 1,−1).

As before, the expected dimension is given by the number of unbounded
edges, that is, twelve. While one can see that the number of freedom
to deform this tropical curve is thirteen. However, contrary to the
previous example, all of these thirteen dimensional tropical curve have
holomorphic counter part.

These facts can be seen from the calculation of the Kuranishi map. In
particuler, in the case of cubic curve, the Kuranishi map is nontrivial,
but in the last example, the Kuranishi map is zero.

4. Combinatorial description of the dual obstruction

space

As the above examples may show, it is not always easy to determine
whether a given tropical curve is superabundant or not, although basi-
cally it is a problem of linear algebra. In [4], an efficient combinatorial
answer to this problem was given, which was deduced via sheaf coho-
mology theory on the corresponding singular holomorphic curve. This
method is also crucial to the calculation of the Kuranishi map.

Although the proof uses algebraic geometry, the answer can be stated
purely in elementary language. Let Γ be a trivalent tropical curve.

Definition 5. (i) An edge E ∈ Γ[1] is said to be a part of a loop of
Γ if the graph given by Γ \ E◦ has lower first Betti number than
Γ. Here E◦ is the interior of E (that is, E◦ = E \ ∂E).

(ii) The loops of Γ is the subgraph of Γ composed by the union of
parts of a loop of Γ.

(iii) A bouquet of Γ is a connected component of the loops of Γ. If the
first Betti number of a bouquet is one, it is called a loop.
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Let Γ (precisely, the pair (Γ, h), where h : Γ → R
n) be a tropical

curve. Let {Li} be the set of bouquets. Each Li is a graph with
bivalent and trivalent vertices. Every edge E of Li determines a one
dimensional subspace of NR. Cutting Li at each trivalent vertex vj, we
obtain a set of piecewise linear segments {lm}. Let Um be the linear
subspace of NR spanned by the direction vectors of the segments of lm
(see the figure below).

Γ

l1

l2

l3

L

Figure 6

Then the criterion of the superabundancy of (Γ, h) is given by the
following result.

Theorem 6. Let (Γ, h) be a tropical curve. Then it is superabundant
if and only if the vector space H whose elements are determined by the
following procedure is not zero.

(I) Give the value zero to all the flags (see Definition 2) not con-
tained in L.

(II) Give a value um in (Um)⊥ ⊗ C ⊂ (NC)∨ to each of the flags
associated to the edges of lm.

(III) The data {um} give an element of H if and only if the following
conditions are satisfied.
(a) At each vertex v of Γ,

u1 + u2 + u3 = 0

holds as an element of (NC)∨ ⊗ C. Here u1, u2, u3 are the
data attached to the three flags in Γ which have v as the
vertex.

(b) The data {um} is compatible on each edge of lm, in the sense
that the sum of the values attached to the two flags of an edge
of lm is zero. �

The following is immediate from this, because when the genus of Γ
is one, there is no trivalent vertex in L.
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Corollary 7. When Γ is a tropical curve of genus one, then H ∼=
U⊥ ⊗ C, here U is the linear subspace of NR spanned by the direction
vectors of the segments of the cycle of Γ. �

This fact makes the study of genus one case easier than the higher
genus cases.

We give an example of the calculation of the space H using the
genus two superabundant curve Γ considered in the previous section.
The decomposition of the loop part L of Γ is given by the following
figure.

Γ L

l3l1
l2

Figure 7

We write the linear subspaces of NR
∼= R

3 spanned by the edges of
li by Ul1 , Ul2 and Ul3 . Then, using standard metric on R

3 to identify it
with its dual,

(Ul1)
⊥ ∼= R · (1, 0, 0), (Ul2)

⊥ ∼= R · (0, 1, 0), (Ul3)
⊥ ∼= R · (1, 1, 0).

Now it is easy to see that the space H for Γ is a one dimensional vector
space. Thus, Γ is superabundant.

Remark 8. In fact, the space H is identified to the dual space of some
sheaf cohomology group of a singular curve associated to the tropical
curve, which is the obstruction to the smoothing of the curve.

5. Correspondence theorem

Theorem 6 is the starting point for the proof of the correspondence
theorems for superabundant curves. The main remaining task is to
define and calculate the Kuranishi map Kϕ. It is a (non-linear) map
from the zeroth cohomology group to the first cohomology group of
certain sheaf:

Kϕ : H0 → H1.

Here ϕ is the singular holomorphic curve associated to the given tropi-
cal curve (a little more precisely, ϕ is a stable map from some prestable
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curve to a toric variety. See [6] for the construction of ϕ from a trop-
ical curve). As we remarked in Remark 8, the space H is the dual of
the space H1, and the pairing between the image of K and elements
of H can be described in geometric terms. The following is almost an
immediate consequence of the definition of Kϕ.

Proposition 9. The singular curve ϕ associated to a tropical curve is
smoothable if and only if the map Kϕ vanishes. �

Since Kϕ can be calculated in geometric terms, the locus where Kϕ

vanishes can also be described geometrically. In the simplest case, the
condition for the vanishing of Kϕ is the following.

Definition 10. Let (Γ, h) be a genus one tropical curve and assume
that h is an embedding and all the edges have weight one. Let L be the
loop of Γ. Then (Γ, h) is said to be well-spaced if the following condition
is satisfied for any affine hyperplane H of NR containing h(L). Let

ΓH = h(Γ) ∩H
be a subgraph of h(Γ) cut by H, and let

pH1 , . . . , pHj
be the one valent vertices of it. Denote by

Pi, i = 1, . . . , j

the unique path connecting pHi and L. Let �(Γ,h)(Pi) be the integral
length of the path Pi. Then the set

{�(Γ,h)(P1), . . . , �(Γ,h)(Pj)}
of positive integers contains at least two minimum.

For example, in the case of the tropical curve in Figure 3, the space
H is unique (the affine plane containing the loop), and ΓH is the part
drawn by bold lines. In the case of Figure 4 too, the subspace H is
unique, and one sees that the vertices pHi are given by A,B and C.

Using this definition, we can state the correspondence theorem for
the simplest case.

Theorem 11. Let (Γ, h) be a genus one tropical curve and assume
that h is an embedding and all the edges have weight one. Then the
associated singular holomorphic curve ϕ allows a smoothing if and only
if (Γ, h) is well-spaced. Moreover, locally the moduli space of such a
smoothing is naturally identified with the complexification of the moduli
space of well-spaced tropical curves. �
Remark 12. (1) This condition was first introduced by Speyer [8]

through the considerations of rigid geometry.
(2) For the proof of full correspondence theorem, it is important to

consider those tropical curves:
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• Some of the edges have higher weights.
• The map h is not an immersion.

The well-spacedness condition should be modified accordingly.
(3) Enumerative problems for genus one curves (i.e, computing Gromov-

Witten type invariants) can be solved using this theorem.

Theorem 11 also has geometric consequences to tropical curves. For
example, as we noted in Section 3, the necessary (and almost sufficient)
condition for the tropical curve given in Figure 4 to have a holomor-
phic counter part is that it is contained in some tropical hypersurface.
Then, according to Theorem 11, it follows that (except some degener-
ated cases), a tropical curve given in Figure 4 is contained in a tropical
hypersurface if and only if it satisfies the well-spacedness condition
(this is an easily verified condition, while it is not very easy to directly
judge whether a given tropical curve is contained in some tropical hy-
persurface or not).
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Sobolev Type Inequalities on Complete Riemannian Manifolds
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In this lecture, we will report some results about the structure of complete non-compact Rieman-
nian manifolds which support some Sobolev type inequalities.

Let n(≥ 2) be an integer. Given q ∈ (1, n], we set q∗ = nq/(n − q). Let K(n; q) be the best
constant for the Euclidean Sobolev inequality, that is,

K(n, q)−1 = inf
u∈C∞

0 (Rn)−{0}

(∫
Rn |∇u|q)1/q(∫
Rn uq∗

)1/q∗(1)

The exact value of K(n, q) has been obtained by Aubin [1] and Talenti [27] independently.
A Riemannian manifold Mn is said to admit an Euclidean-Sobolev inequality if there exists a

constant CM > 0 such that, for every u ∈ C∞0 (M),(∫
M

|u|q∗
)1/q∗

≤ CM

(∫
M

|∇u|q
)1/q

.(2)

The validity of (2) has intriguing and deep connections with the geometry of the underlying manifold
(cf. [1], [15], [26]). It has been proved by M. Ledoux [17] that for complete manifolds of non-negative
Ricci curvature, the equality CM = K(n, q) forces M to be isometric to Rn. This important rigidity
theorem has been generalized by Xia [28], by showing that, in case CM is sufficiently close to K(n, q),
then M is diffeomorphic to Rn.

With the above results in mind, it is natural to obtain similar results for manifolds admitting some
kind of Sobolev type inequalities. The first step to this problem is to know what kind of interesting
inequalities the Euclidean space support.

Theorem 1 (log-Sobolev inequality, Gross, 1975, , [14]). For any f ∈ C∞0 (Rn), with
∫
Rn f2 = 1,∫

Rn

f2logf2 ≤ n

2
log

(
2

nπe

∫
Rn

|∇f |2
)
.(3)

Theorem 2 ( Lp log-Sobolev inequality, Del Pino, Dolbeault, 2002, [11]). Assume that p ∈ (1, n).
Then for any u ∈W 1,p(Rn) with

∫
Rn |u|p = 1,∫

Rn

|u|plog|f |2 ≤ n

p2
log

(
L(n, p)

∫
Rn

|∇u|p
)

(4)

where the best constant L(n, p) is achieved by the functions

u(x) = π−n/2λ−
n(p−1)

p
Γ(n/2 + 1)

Γ(n(p− 1)/p+ 1)
e−

1
λ |x−x|p/(p−1)

1
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2

Theorem 3 (The Nash inequality).
i) (Nash, 1958). For any f ∈ C∞0 (Rn), with

∫
Rn f2 = 1,(∫

Rn

f2

)(n+2)/n

≤ H(n)

(∫
Rn

|f |
)4/n(∫

Rn

|∇f |2
)
.(5)

ii) (Carlen-Loss, 1999, [6]). The best constant H(n) in the above inequality is given by

H(n) =
2((n+ 2)/2)(n+2)/n

nΩ
2/n
n λ1(Bn)

,(6)

where Ωn and λ1(B
n) denote the volume of the unit ball Bn in Rn and the first non-zero Neumann

eigenvalue of the Laplacian of Bn.

Theorem 4 (The Caffarelli-Kohn-Nirenberg inequalities).
i) (Caffarelli-Kohn-Nirenberg, 1984, [5]). Let n ≥ 3 and let a, b and p be such that

0 ≤ a < (n− 2)/2, a ≤ b ≤ a+ 1, p =
2n

n− 2 + 2(b− a)
.(7)

Then, for any u ∈ C∞0 (Rn),

|||x|−bu||p ≤ Ka,b|||x|−a|∇u|||2.(8)

ii) (Lieb, 1983, for a = 0, 0 < b < 1, [22], Chou-Chu, 1993 for a ≥ 0, a ≤ b ≤ a+1, [8]). The best
Ka,b in (8) is achieved by

u(x) = (λ+ |x|2−bp)−(n−2)/(2−bp), λ > 0.

Theorem 5 (The Gagliardo-Nirenberg inequality).
i) (Gagliardo, 1958, Nirenberg, 1959). Let n ≥ 2. If p > 1, and p ≤ n/(n− 2) for n ≥ 3, then for

any u ∈ C∞0 (Rn) the following inequality holds

||u||2p ≤ G(n, p)||∇u||θ2||u||1−θ
p+1,(9)

where θ = n(p− 1)/p(n+ 2− (n− 2)p).
ii) (Del Pino, Dolbeault, 2002, [10]). The best constant G(n, p) in (9) is achieved by the functions

uλ,x(x) = (λ+ |x− x|2)−1/(p−1),(10)

with λ > 0, and x ∈ Rn.

Theorem 6 (Another sharp Caffarelli-Kohn-Nirenberg inequality).
i) (Caffarelli-Kohn-Nirenberg, 1984, [5]). Let n ≥ 2, r > p > 1, a, b, p and c = (a − 1)/r + (p −

1)b/{pr} be constants satisfying

1/p+ a/n, (p− 1)/p(r − 1) + b/n, 1/r + c/n > 0,(11)

Then, for any u ∈ C∞0 (Rn),

|||x|cu||rr ≤ C|||x|a|∇u|||p
(∫

Rn

|x|b|u|p(r−1)/(p−1)

)(p−1)/p

(12)
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ii) (Xia, 2007, [30]). The best constant C(n, a, b, p) in (12) is achieved by the functions

u(x) = (λ+ |x|1−a+b/p)(1−p)/(r−p), λ > 0.

Theorem 7 (Affine Sobolev inequality, Lutward-Yang-Zhang, 2002, [23]).
Suppose p is given by 1

q =
1
p − 1

n . If f ∈ C∞0 (Rn), then

(∫
Sn−1(1)

||v||−n
f,p

)−1/n

≥ C(n)||f ||q.(13)

Where the best constant C(n) in the above inequality is attained by the functions

f(x) =
(
a+ |A(x− x0)|p/(p−1)

)1−n
p

,

with A ∈ GL(n), a > 0 and x0 ∈ Rn.

Theorem 8 (The Hardy inequality, [24]). Let n ≥ 3 be an integer and let p, q, β and γ be constants
satisfying

1 ≤ q < n, q ≤ p ≤ nq

n− q
, γ = −1 + n

(
1

q
− 1

p

)
.(14)

There exists a positive constant C such that(∫
Rn

|x|γp|u|pdx
) 1

p

≤ C

(∫
Rn

|∇u|qdx
) 1

q

, ∀ u ∈ C∞0 (Rn),(15)

Let K(n, q, γ) be the best constant for this inequality. When γp + q > 0 and q > 1, the following
functions

u(x) =
(
λ+ |x|(q+γp)/(q−1)

)(q−n)/(q+γp)

, λ > 0,

is a family of minimizers for K(n, q, γ).

Theorem 9 (The generalized Hardy inequality, Horiuchi, 1997, [16]). Let n ≥ 2 be an integer and
let p, q, α and γ be constants satisfying

1 < q < p < +∞, n ≥ 2, (1− α+ γ)q < n, γ = α− 1 + n

(
1

q
− 1

p

)
, −n

p
< γ ≤ α ≤ 0.(16)

There exists a positive constant C such that(∫
Rn

|x|γp|u|pdx
) 1

p

≤ C

(∫
Rn

|x|αq|∇u|qdx
) 1

q

, ∀ u ∈ C∞0 (Rn),(17)

If we denote by W (n, q, γ) the best constant for this inequality, then W (n, q, γ) is achieved by the
radially symmetric functions

u(x) =
(
λ+ |x| (p−q)(n−q+αq)

q(q−1)

)−q/(p−q)

, λ > 0.
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Interesting results on complete non-compact Riemannian manifolds which support some of the above
Sobolev type inequalities have been proved during the past years. It is known that on a complete
manifold, the Sobolev inequalities

||u||2n/(n−2) ≤ C

∫
M

|∇u|2, u ∈ C∞0 (M),(18)

the log-Sobolev inequlities∫
M

u2 log u2 ≤ n

2
log

(
C

∫
M

|∇u|2
)
, u ∈ C∞0 (M)(19)

and the Nash’s inequalities(∫
M

u2

)(n+2)/n

≤ C

(∫
M

|u|
)4/n(∫

M

|∇u|2
)
.(20)

are all equivalent to a common upper bound on the heat kernel pt(x, y) on M given by

sup
x,y∈M

pt(x, y) ≤ C ′

tn/2
, t > 0.

In particular, these inequalities are equivalent, for possibly different C > 0 (cf. [2, 3, 4,9]).
The Sobolev inequality (18) holds on a complete minimal submanifold in Rm and on a Hadamard

manifold and so the inequalities (19) and (20) also hold on them.

Theorem 10.
i) (Druet-Hebey-Vaugon, 1999, [12]) Let M be an n-dimensional complete manifold with RicM ≥ 0

on which the Nash’s inequality(∫
M

u2

)(n+2)/n

≤ C

(∫
M

|u|
)4/n(∫

M

|∇u|2
)
, u ∈ C∞0 (M),

are satisfied. Then M is flat.
ii) (Xia, 2007, [30]) The above M is isometric to Rn.

Theorem 11. (do Carmo-Xia, 2004, [13]). For n ≥ 3, let a, b be constants satisfying 0 ≤ a <
(n − 2)/2, a ≤ b < a + 1 and set p = 2n

n−2+2(b−a) . Let C be a constant and M be an n-dimensional

complete open Riemannian manifold with RicM ≥ 0. Fix a point x0 ∈M and denote by ρ the distance
function from x0. Assume that, for any u ∈ C∞0 (M),

||ρ−bu||p ≤ C||ρ−a|∇u|||2.(21)

Then for any x ∈M , we have

|Br(x)| ≥ (C−1Ka,b)
n/(1+a−b)V0(r), ∀r > 0,(22)

where |Br(x)| denotes the volume of the geodesic ball Br(x).
A theorem due to Li-Anderson [21] states that if Mn is complete with RicM ≥ 0 and αM =:

limr→∞
|B(p,r)|
V0(r)

> 0, then π1(M) is finite and and the order of π1(M) is ≤ 1
αM

. Moreover, by Cheeger-

Colding’s theorem [7], if αM is close to 1, then M is diffeomorphic to Rn. Combining these results
with theorem 11, we get
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Corollary 1. Let the conditions be as in Theorem 11.
i) M has finite fundamental group and the order of π1(M) is bounded above by (Ka,bC

−1)n/(1+a−b);
ii) If in addition that C = Ka,b, then M = Rn;
iii) There exists an ε(n, a, b) > 0, such that if C ≤ ε+Ka,b, then M is diffeomorphic to Rn.

Theorem 12 (Xia, 2005, [29]). Let RicMn ≥ 0. Let p > 1, and p ≤ n/(n − 2) for n ≥ 3. If for
any u ∈ C∞0 (Mn) the following Gagliardo-Nirenberg inequality holds

||u||2p ≤ C||∇u||θ2||u||1−θ
p+1,(23)

where θ = n(p− 1)/p(n+ 2− (n− 2)p). Then ∀x ∈M ,

|B(x, r)| ≥ (C−1G(n, p))(
θ
p+

1−θ
q − 1

r )
−1

V0(r), ∀r > 0.(24)

In particular, if C is close to G(n, p), then M is diffeomorphic to Rn.

Theorem 13 (Xia, 2007, [30]). Let RicMn ≥ 0 and let n ≥ 2, r > p > 1, a, b, p and c =
(a− 1)/r + (p− 1)b/{pr} be such that

1/p+ a/n, (p− 1)/p(r − 1) + b/n, 1/r + c/n > 0,(25)

If, for any u ∈ C∞0 (M),

||ρcu||rr ≤ C(n, a, b, p)||ρa|∇u|||p
(∫

Rn

ρb|u|p(r−1)/(p−1)

)(p−1)/p

,(26)

where C(n, a, b, p) is the best constant for this inequality on Rn, then M = Rn.

Definition 1. A complete manifold Mn is said to have polynomial volume growth of degree at
most n0 > 0, if there exists a positive constant η such that

V ol[BR(p)] ≤ ηRn0 , ∀R ≥ 1.

Doubling Volume Property. We say that Mn satisfies doubling volume property at x ∈ M if
there exists a constant α > 0 such that

(27) V ol[B2R(x)] ≤ αV ol[BR(x)], ∀R > 0.

It is not hard to see that the constant α in the above inequality is no less than 2n. Observe that the
doubling volume property implies that

V ol[BR(p)] ≤ αV ol[B1(p)] ·Rlog2 α, ∀R ≥ 1(28)

and so Mn has polynomial volume growth of degree at most log2 α.

Let Mn be complete with

RicM (x) ≥ −(n− 1)G(ρ(x)),(29)

where G ∈ C1([0,+∞)] with
∫∞
0

tG(t)dt = b0 < +∞ and ρ is the distance function from some point p
of M . Then, M is said to have asymptotically non-negative Ricci curvature and in this case we have
for 0 < r1 < r2,

|Br2(p)|
|Br1(p)|

≤ e(n−1)b0

(
r2
r1

)n

(30)
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which implies easily that Mn has doubling volume property at p and [25]

V ol[BR(p)] ≤ e(n−1)b0ωnR
n, ∀R > 0.(31)

Thus Mn has polynomial volume growth of degree at most n.

Theorem 14 (Levi-Xia, 2010, [20]). Let n ≥ 3 be an integer and let p, q, γ be constants satisfying

(32) 1 < q < n, q < p ≤ nq

n− q
, γ = −1 + n

(
1

q
− 1

p

)
.

Let (Mn, g) a complete non-compact Riemannian manifold with Ricci curvature satisfying (29) and
suppose that (∫

M

ργp|u|pdvg
) 1

p

≤ C

(∫
M

|∇u|qdvg
) 1

q

, ∀ u ∈ C∞0 (M),(33)

for some constant C ≥ K(n, q, γ). Then, for any R > 0, we have

(34) V ol[BR(o)] ≥ e−(n−1)b0(C−1K(n, q, γ))pq/(p−q)V0(R),

where V0(R) denotes the volume of an R-ball in Rn.

Theorem 15 (Levi-Xia, 2010, [19]). Given 1 ≤ q < n, 0 < θ ≤ 1, s > 1, define the number r by

1

s
− 1

r
= θ

(
1

s
− 1

q∗

)
,(35)

where q∗ = nq
n−q . Let Mn be a complete non-compact Riemannian manifold. Suppose that there exists

a constant A ∈ R such that for all u ∈ C∞0 (M),(∫
M

|u|rdv
) 1

r

≤ A

(∫
M

|∇u|qdv
) θ

q
(∫

M

|u|sdv
) 1−θ

s

.

Then A ≥ G(n, p).

Theorem 15 (Levi-Xia, 2010, [19]). Given 1 ≤ q < n, 0 < θ ≤ 1, s > 1, define the number
r by (35). Let Mn be a complete non-compact Riemannian manifold satisfying the doubling volume
property. Suppose that there exists a constant c > 0 such that for all u ∈ C∞0 (M)(∫

M

|u|rdv
) 1

r

≤ c

(∫
M

|∇u|qdv
) θ

q
(∫

M

|u|sdv
) 1−θ

s

.(36)

Then, we have

V ol[BR(p)] ≥ [c(α
θ
q+

1−θ
s )]−

n
θ Rn, ∀R > 0.(37)

Theorem 16 (Levi-Xia, 2010, [18]). Let Mn be a complete Riemannian manifold on which some
generalized Hardy inequality is satisfied, that is, ∀u ∈ C∞0 (M),(∫

M

ργp|u|p
) 1

p

≤ C

(∫
M

ραq|∇u|q
) 1

q

(38)
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for some constant C > 0, where the constants p, q, α, γ are given by (16). Then C ≥W (n, q, γ).

Theorem 17 (Levi-Xia, 2010, [18]). Let n ≥ 2 be an integer and let p, q, γ, α be constants
satisfying (16) and let Mn be a complete non-compact Riemannian manifold with Ricci curvature
satisfying (29) and suppose that(∫

M

ργp|u|pdvg
) 1

p

≤ C

(∫
M

ραq|∇u|qdvg
) 1

q

, ∀ u ∈ C∞0 (M),(39)

for some constant C > 0. Then, for any R > 0, we have

V ol[BR(o)] ≥ e−(n−1)b0(C−1W (n, q, γ))
pq

p−q V0(R).(40)

Most of the Sobolev type inequalities above have strong restrictions on the geometry of the man-
ifolds. But we still do not have interesting results for manifolds which support the Lp(p �= 2) log-
Sobolev inequality (4). It is interesting to prove a similar result for this inequality and the affine
Sobolev inequality (13).
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レンズ空間のインスタントンFloerホモロジー
笹平　裕史 (名古屋大学)

1 はじめに
今回の講演は次の２つのことに関することである。

• インスタントン Floerホモロジーのレンズ空間への拡張

• Donaldson理論と Seiberg-Witten理論の関係

インスタントン Floerホモロジーは、Floer[4]によって導入されたホモ
ロジー３球面の不変量である。４次元多様体 X が適当な条件をみたすと
き、X 上のインスタントンのモジュライ空間を用いて Donaldson不変量
と呼ばれる不変量が定義される。４次元多様体X がホモロジー３球面 Y

によって２つに分解されるとき、XのDonaldson不変量の計算において、
Y のインスタントン Floerホモロジーは重要な役割を果たす。インスタン
トンFloerホモロジーをホモロジー３球面以外の３次元多様体へ拡張した
いと考えるのは自然なことである。いくつかの試みがあるが完全には解決
されていない。今回はレンズ空間への拡張をお話しする。

話をしたいもうひとつのことは、Donaldson理論と Seiberg-Witten理
論の関係についてである。モノポールのモジュライ空間を用いて Seiberg-

Witten不変量とよばれる 4次元多様体の不変量が定義される。Wittenに
よって、Donaldson不変量とSeiberg-Witten不変量はある公式 (Wittenの
公式)で結ばれる等価な不変量であると予想されている。この予想は多く
の場合に正しいことが示されている。一方、Donaldson不変量と Seiberg-

Witten不変量には、いくつかの精密化や変種がある。これらについても
同様に等価性が成り立っているのかどうか、つまりWittenの予想の精密
化が成り立っているのかを考えたい。今回の講演では、Wittenの予想の
精密化が成立していないことを示唆する具体的な例をお見せする。この具
体例はレンズ空間のインスタントン Floerホモロジーを計算することで与
えられる。

2 Donaldson不変量とその変種
2.1 インスタントン

Donaldson不変量は４次元多様体上のインスタントンのモジュライ空間
を用いて定義される。まず、インスタントンとは何かを説明する。
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Xを向きのついた４次元多様体で、Riemann計量 gを選ぶ。P をX上
の SO(3)主束とする。インスタントンとは P の接続で次のように定めら
れる方程式を満たすものである。gP = P ×ad gを P の随伴束とする。(g

は SO(3)の Lie環である。）gを用いて、Hodge ∗作用素

∗ : Ω2
X(gP ) −→ Ω2

X(gP )

を得る。∗2 = 1となることから、固有値は±1になる。よって分解

Ω2
X(gP ) = Ω+

X(gP )⊕ Ω−X(gP )

を得る。Ω+
X(gP )は固有値 1の固有空間で Ω−X(gP )は固有値−1の固有空

間である。
P の接続Aにたいして、曲率 FA ∈ Ω2

X(gP )が定まる。上の分解に応じ
て FA = F+

A + F−A と書ける。Aが次の方程式を満たすときインスタント
ンと呼ばれる。

F+
A = 0.

GP を P のゲージ群とする。つまり、X の恒等写像をカバーする P の束
写像全体の群とする。G は P の接続の空間 AP に引き戻しによって作用
する。この作用はインスタントン方程式の解空間を保つ。

MP = MP (g) = {A ∈ AP |F
+
A = 0}/GP

をインスタントンのモジュライ空間と呼ぶ。

2.2 不変量

4次元閉多様体Xの不変量が、モジュライ空間上でコホモロジー類を積
分することで定義される。直積X×MP の上に普遍束と呼ばれる主 SO(3)

束 Pが定義できる。モジュライ空間のコホモロジー類がつぎの写像によっ
て得られる。

μ : H2(X;Z) −→ H2(MP ;Q)

[Σ] �−→ −1
4p1(P)/[Σ]

Σ はホモロジー類を代表する X の中の向きのついた閉曲面である。<

w2(P ), [Σ] >≡ 0 mod 2 のときは、より幾何学的に μ([Σ]) を定義でき
る。この場合、MP 上にΣの twisted ∂̄作用素の行列式束 LΣ →MP が定
義でき、

c1(LΣ) = μ([Σ])

となる。
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Xを単連結な向きのついた 4次元閉多様体で、b+(X)は 1より大きい奇
数であるとする。b+(X)は交叉形式QX : H2(X;Z)⊗H2(X;Z) → Zの正
の固有値の数である。w ∈ H2(X;Z2)を固定し、w2(P ) = wとなるSO(3)

主束 P を考える。このとき、（”ほとんど全ての”g にたいして）MP (g)は
偶数次元の滑らかな多様体（または空集合）になる。dim MP = 2dであ
るとする。このとき、[Σ1], . . . , [Σd] ∈ H2(X;Z)にたいして、

ΨX,w([Σ1], . . . , [Σd]) =

∫

MP (g)
μ([Σ1]) ∪ · · · ∪ μ([Σd])

と定義する。（MP は一般にはコンパクトではないが、ある方法でこの積
分を正当化できる。）これにより、関数

ΨX,w : ⊗H2(X;Z) = ⊕d≥0H2(X;Z)⊗d −→ Q

を得る。MP (g)はRiemann計量 gに依存するが、ΨX,wは gによらず、X

の微分同相不変量になる。これを Donaldson不変量と呼ぶ。
Z2係数のコホモロジー類を用いた変種もある。いま、w2(P ) = w2(X)

かつ p1(P ) ≡ σ(X) mod 8であるとする。σ(X)はX の符号数である。
このとき、X 上の twisted spin-c Dirac作用素を用いて、実直線束

Λ
R
−→MP

を構成できる。u1 := w1(Λ) ∈ H1(MP ;Z2)とおく。
b+(X)が 1より大きい偶数であるとする。このとき、MP は奇数次元
になる。dim MP = 2d + 1 であるとする。[Σ1], . . . , [Σd] ∈ H2(X;Z),

[Σi] · [Σi] ≡ 0 mod 2をとる。（このとき、μ([Σi])は twisted ∂̄作用素の
行列式の第一 Chern類として、Z上で定義できる。）

Ψu1
X ([Σ1], . . . , [Σd]) =

∫

MP

u1 ∪ μ([Σ1]) ∪ · · · ∪ μ([Σd])

と定義する。これによって、関数

Ψu1
X : A(X) −→ Z2

を得る。A(X)は { [Σ1] ⊗ · · · ⊗ [Σd] | [Σi] · [Σi] ≡ 0 mod 2 }で生成さ
れる⊗H2(X;Z)の部分空間である。Ψu1

X はRiemann計量 gに依存しない
X の微分同相不変量になる。

3 Floerホモロジーと張り合わせ公式
3.1 ホモロジー３球面のインスタントンFloerホモロジー

はじめに述べたように、Donaldson不変量を計算するときにインスタン
トンFloerホモロジーが有効になる。Floerホモロジーの構成について簡単
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に説明する。Y を向きのついたホモロジー３球面とする。P = Y ×SO(3)

を Y 上の自明な SO(3)束とする。R(Y )を P 上の平坦接続のゲージ同値
類全体の集合とする。このとき、”Floer次数”

δY : R(Y ) −→ Z8

が定義される。これは、Y ×R上のある微分作用素の指数として定義され
る。i ∈ Zにたいして、CFi(Y ;Q)を

{ [ρ] ∈ R(Y ) | δY ([ρ]) ≡ i mod 8, ρは自明な接続とゲージ同値でない。}

で張られる Q上のベクトル空間とする。境界作用素

∂ : CFi(Y ;Q) −→ CFi−1(Y ;Q)

が次のように定義される。[ρ] ∈ CFi(Y ;Q), [σ] ∈ CFi−1(Y )を生成元と
する。このとき、−∞で平坦接続 ρに収束し、+∞で σに収束する Y ×R

上のインスタントンのモジュライ空間Mρσを考える。必要ならば、Y ×R

上のインスタントン方程式を摂動すると、Mρσは滑らかな多様体になる。
また、適当に代表元 ρ, σを選んでおくとMρσの次元は 1になる。Mρσに
は、平行移動によりRが作用する。このとき、M ′

ρσ = Mρσ/Rは有限集合
になることが証明できる。

< ∂([ρ]), [σ] >:= #M ′
ρσ

とおく。ただし、#は適当に符号をつけて個数を数えることを意味する。
この行列要素により、線形写像 ∂ : CFi(Y ;Q) → CFi−1(Y ;Q)が定まる。
∂ ◦ ∂ = 0を証明することができ、インスタントン Floer ホモロジーを
HF∗(Y ;Q) = H∗(CF∗(Y ;Q), ∂)によって定義する。

3.2 張り合わせ公式

Donaldson不変量の計算でよく用いられるのが、張り合わせ公式であ
る。次のような状況を考える。向きのついた 4 次元多様体 X がホモロ
ジー 3球面 Y によって、２つの部分に分けられているとする。つまり、
X = X1∪Y X2となっているとする。X1,X2はコンパクトな多様体で、そ
れぞれY , −Y を境界として持つ。ただし、−Y はY の向きを逆にしたもの
である。このとき、X1,X2の相対Donaldson不変量から、XのDonaldson

不変量 ΨX,w を計算することができる。b+(X1) > 0, b+(X2) > 0のとき、
相対Donaldson

ΨX1,w1 : ⊗H2(X1;Z)→ HF∗(Y ;Q), ΨX2,w2 : ⊗H2(X2;Z) → HF∗(−Y ;Q)
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が定義できる。ただし、wi = w|Xi
である。これは X̂i = Xi ∪ (Y ×R≥0)

上のインスタントンのモジュライ空間を用いて定義される。自然な pairing

< ·, · >: HF∗(Y ;Q)⊗HF∗(−Y ;Q) −→ Q

があり、
ΨX,w =< ΨX1,w1,ΨX2,w2 >

となることが証明できる。これが張り合わせ公式である。

Donaldson不変量の変種 Ψu1
X に対する張り合わせ公式も構成されてい

る。Y をここでもホモロジー３球面とする。Y ×R上のDirac作用素を用
いて、Floerホモロジーの変種 I∗(Y )が構成される。さらに、相対不変量

Ψu1
X1

: A(X1) −→ I∗(Y ), Ψu1
X2

: A(X2) −→ I∗(−Y )

が定義され
Ψu1

X =< Ψu1
X1

,Ψu1
X2

>

となる。これは、X がスピンのとき Fukaya-Furuta-Ohta [6]によって証
明され、X が non-spinのとき [9]で証明された。

3.3 ホモロジー３球面以外の 3次元多様体のFloerホモロジー

ホモロジー３球面に対して、インスタントン Floerホモロジーが定義さ
れ、不変量の張り合わせ公式が構成された。これをホモロジー３球面以外
の３次元多様体 Y に拡張したいと考えるとき、次の問題が起こる。

問題 1 Y 上に可約平坦接続が存在する。

(a) Y ×R上のインスタントンのモジュライ空間に特異点がある
可能性。

(b) 仮に (a)がおこらないとしても、∂ ◦ ∂ = 0が成立しない。

問題 2 H2(X;Z) �= H2(X1;Z)⊕H2(X2;Z).

Y がホモロジー３球面のときは、自明な平坦接続を除いて、平坦接続は
全て既約である。ホモロジー３球面以外の３次元多様体上には多くの可約
な平坦接続が存在する可能性がある。また、Y がホモロジー３球面の場合
は、X の２次元ホモロジー群が、X1とX2の２次元ホモロジー群の直和
なる。しかし、Y がホモロジー３球面以外の３次元多様体の場合は、直和
にはならない。これは、X の２次元ホモロジー類を代表する曲面 Σも Y

によって分割される状況を考えなくてはならないことを意味する。
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これらの問題はまだ完全に解かれていないが、それぞれ部分的な解答が
ある。問題１に関しては次のような仕事がある。

• Austin-Braam [2], Donaldson [3] は、ある状況のもとで、” 同変
Floer ホモロジー” を導入し、可約接続が存在する状況で ΨX,w の
張り合わせ公式を構成した。

• Furuta [7]はレンズ空間にたいして、インスタントン Floerホモロ
ジーの類似物を導入した。これにより、レンズ空間に沿った Ψu1

X の
張り合わせ公式を構成できる。

これらの構成は、可約平坦接続が存在する状況を扱っているが、問題２
が起こる状況では適用できない。
一方、問題２に関しては、Fukaya [5] による仕事がある。Fukaya は
可約平坦接続が存在しない（つまり、問題の１が起きない）という状況
で、”Fukaya-Floerホモロジー”と呼ばれるインスタントン Floerホモロ
ジーの一般化を定義し、ΨX,wの張り合わせ公式を構成した。

このように問題１と問題２は別々に扱われ、同時に起こる状況では不変
量の張り合わせ公式は確立されていない。

4 主定理
4.1 レンズ空間のFloerホモロジーと張り合わせ公式

上の問題１と問題２が同時に起こるとき、レンズ空間 Y = L(p, q)のイ
ンスタントン Floerホモロジーを定義し、不変量の張り合わせ公式を導入
する。次のような状況を考える。X を単連結、non-spin、閉４次元多様
体で b+ > 1とする。X がレンズ空間 Y = L(p, q)によって、２つの部分
に分解されているとする。つまり、X = X1 ∪Y X2 とかけるとする。こ
こで、∂X1 = L(p, q), ∂X2 = −L(p, q)であるとする。（S3の通常の向き
から誘導される向きが L(p, q)に入っているとする。）X 内の向きのつい
た平曲面 Σが Y によって、２つの部分 Σ1, Σ2に分解されているとする。
γ := Σ ∩ Y とかくことにする。ただし、Y とΣは横断的に交わっている
とする。（γは Y の中のループである。）

Theorem 4.1 ([10]). pが奇素数とする。

1. (Y, γ)にたいして、インスタントン Floerホモロジー I∗(Y, γ)が定義
できて、自然な pairing

< ·, · >: I∗(Y, γ)⊗ I∗(−Y, γ) −→ Z2
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がある。

2. [Σ1] ∈ H2(X1, Y ;Z), [Σ2] ∈ H2(X2, Y ;Z)がある位相的な条件を満
たすとき、相対不変量Ψu1

X1
([Σ1]) ∈ I∗(Y, γ),Ψu1

X2
([Σ2]) ∈ I∗(−Y, γ)

が定義できて、

Ψu1
X ([Σ]) =< Ψu1

X1
([Σ1]),Ψ

u1
X2

([Σ2]) >

となる。

この張り合わせ公式の応用として、次を示すことができる。

Theorem 4.2. X = CP2#CP2, Y = L(7, 3)とする。このとき、X は
X = X1 ∪Y X2の形の分解を持たない。ここで、X1,X2は Y , −Y を境界
として持つ単連結な non-spin４次元多様体で、b+ = 1である。

これはDonaldson理論と Seiberg-Witten理論との関係からみると、興
味深い応用例である。Theorem 4.2の証明では、Ψu1

X の非自明性が重要で
ある。（Subsection 4.3を参照。）一方、X = CP2#CP2は正のスカラー曲
率を持つことから、（適当に方程式を摂動すると）モノポールのモジュラ
イ空間は空集合である。よって、Seiberg-Witten理論から得られる不変量
は自明になってしまう。この定理を Seiberg-Witten理論で証明すること
は期待できない。

4.2 I∗(Y, γ)の構成の概略

引き続き Y = L(p, q)、γ を Y のなかのループとする。p は奇素数と
する。

pが奇数のとき
δY ≡ 0 mod 2

であることが分かる。i ∈ Zにたいして

Ci(Y, γ) =

{
CF2i(Y ;Z2)⊕ CF2i−2(Y ;Z2) i �≡ 0 mod 4

CF0(Y ;Z2)⊕ CF−2(Y ;Z2)⊕ Z2 < [θ] > i ≡ 0 mod 4

とおく。ただし、CF2i(Y ;Z2)はSubsection 3.2と同様に定義される。また、
θは Y 上の自明な平坦接続である。境界作用素 ∂γ : Ci(Y, γ) → Ci−1(Y, γ)

は次の図式のようなものである。

Ci+1(Y ; γ)
∂γ

�� Ci(Y ; γ)
∂γ

�� Ci−1(Y ; γ)

CF2i+2(Y ) ��

��������������
CF2i(Y ) ��

��������������
CF2i−2(Y )

⊕ ⊕ ⊕

CF2i(Y ) �� CF2i−2(Y ) �� CF2i−4(Y )
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C1(Y, γ)
∂γ

�� C0(Y, γ)
∂γ

�� C−1(Y, γ)

CF2(Y ) ��

�������������

��
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
CF0(Y ) ��

�������������
CF−2(Y )

⊕ ⊕ ⊕

CF0(Y ) �� CF−2(Y ) �� CF−4(Y )

⊕

Z2 < [θ] >

�������������

上の図式は自明な接続 θが関わっていない部分であり、下の図式は θが関
わる部分である。正確には次のように定義される。

[ρ] ∈ Ci(Y, γ), [σ] ∈ Ci−1(Y, γ)を生成元とする。

(i) [ρ], [σ] �= [θ], δY ([ρ])− δY ([σ]) ≡ 2 mod 8のとき

Mρσ を−∞で平坦接続 ρに収束し、+∞で σに収束する Y × R上
のインスタントンのモジュライ空間とする。今の場合Mρσは 1次元
の滑らかな多様体である。平行移動によりMρσ に Rが作用してい
る。M ′

ρσ = Mρσ/Rは有限集合になることが分かる。

< ∂γ([ρ]), [σ] >=

{
#M ′

ρσ mod 2 ind �DA ≡ 1 mod 2

0 mod 2 ind �DA ≡ 0 mod 2

ここで、Aは ρ, σを極限にもつ Y ×R上の接続で、 �DAは Y ×R上
の twisted Dirac作用素である。

(ii) [ρ], [σ] �= [θ], δY ([ρ])− δY ([σ]) ≡ 4 mod 8のとき

このとき、M ′
ρσは 2次元の多様体になる。pが素数のとき、γ×Rの

twisted ∂̄作用素の行列式束

Lγ×R
C
−→M ′

ρσ

を定義することができる。M ′
ρσはコンパクトでないが、端でよい振

る舞いをする、零切断と横断的な切断

s : M ′
ρσ → Lγ×R

をとることができ、s−1(0)は有限集合になる。

< ∂γ([ρ]), [σ] >=

{
#s−1(0) mod 2 ind �DA ≡ 1 mod 2

0 mod 2 ind �DA ≡ 0 mod 2.
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(iii) [ρ] = [θ], δY ([σ]) ≡ −4 mod 8 または、[σ] = [θ], δY ([ρ]) ≡ 2

mod 8のとき

このとき、モジュライ空間M ′
ρσ は 0次元となる。< ∂γ([ρ]), [σ]) >

は (i)と同様に定義される。

このように定義すると ∂γ ◦ ∂γ = 0を示すことができる。

Definition 4.3. I∗(Y, γ) = H∗(C∗(Y, γ), ∂γ ).

4.3 Theorem 4.2の証明の概略

X = CP2#CP2, Y = L(7, 3)とおく。XがTheorem 4.2で述べたような
分解X = X1∪Y X2を許したと仮定する。[9]の中で、ある [Σ] ∈ H2(X;Z)

があって
Ψu1

X ([Σ]) ≡ 1 mod 2

となることが示されている。次の３つの場合がある。(i) Σ ⊂ X1, (ii)

Σ2 ⊂ X2, (iii) Σ ∩ Y �= ∅.

張り合わせ公式から

(i) =⇒ Ψu1
X ([Σ]) =< Ψu1

X ([Σ]),Ψu1
X2

>, Ψu1
X1

([Σ]) ∈ I1(Y )

(ii) =⇒ Ψu1
X ([Σ]) =< Ψu1

X1
,Ψu1

X2
([Σ]) >, Ψu1

X1
∈ I2(Y ),

(iii) =⇒ Ψu1
X ([Σ]) =< Ψu1

X1
([Σ1]),Ψ

u1
X2

([Σ2]) >, Ψu1
X1

([Σ1]) ∈ I2(Y, γ)

となる。ここで、I∗(Y )は [7]で構成された Floerホモロジーである。
I∗(Y ), I∗(Y, γ)はY×R上のインスタントンを用いて定義される。L(p, q)×

R上のインスタントンは、Austin [1], Furuta-Hashimoto [8]によって調べ
られている。これらの結果を用いると、I1(Y ) = 0, I2(Y ) = 0, I2(Y, γ) = 0

が分かる。したがって、Ψu1
X ([Σ]) = 0となり、矛盾が得られる。
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Toric degenerations of polygon spaces and

bending flows

野原 雄一
香川大学 教育学部

1 序
(X,ω) を 2N 次元シンプレクティック多様体としたとき, X 上の完全可積分系と
は N 個の関数の組 Φ = (f1, . . . , fN ) : X −→ RN で, 次の二つの条件

(i) 互いに Poisson 可換, つまり {fi, fj} = 0, i, j = 1, . . . , N ,

(ii) df1, . . . , dfN はある稠密な開集合上で一次独立

を満たすもののことをいう. f1, . . . , fN からひとつ (例えば f1)を選んでそれを
Hamiltonian だと思ったとき, (i) の条件は fi たちが f1 の Hamilton 系の第一積
分 (保存量)だということを意味している. つまり独立な第一積分が可能な限りた
くさん (= N 個)あるという状況であり, その意味でこれを完全可積分系と呼ぶ.
ただしこの話ではどれが Hamiltonian であるかという指定はしない.
以下で考えるのは X がコンパクトな場合であるが, このとき Φ の一般のファ

イバー Φ−1(u) (の連結成分)は Lagrange トーラスである (Arnold-Liouville の
定理). すなわち Φ−1(u) は N 次元トーラス (の和集合)で ω|Φ−1(u) = 0 を満た
す. このような Lagrange 部分多様体によるファイブレーションの構造は幾何学
的量子化やミラー対称性などで重要となる.
典型的な例は X がトーリック多様体の場合で, 自然なトーラス作用の運動量

写像
Φ : X −→ RN = (LieTN )∗

が完全可積分系である. このとき Φ による X の像 Δ := Φ(X) ⊂ RN は運動量
多面体と呼ばれる凸多面体になる. X の構造の多くは Δ の組み合わせ論的情報
を用いて具体的に記述することができる. このことはトーリック多様体の場合に
ミラー対称性がよく理解されている理由のひとつである (特にシンプレクティック
側 (正則円盤の数え上げ) では具体的な記述を本質的に使っている議論がある ([1],
[3] を参照)).
トーリック多様体の場合以外にはこのように具体的な記述があることはほと

んど期待できない (例えば正則円盤を具体的に記述するのは旗多様体の場合でさ
え困難である). そこで, 多様体を完全可積分系の構造もこめてトーリック多様体
に退化させること (完全可積分系のトーリック退化)を考える.
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定義 1.1. (X,ω) は射影的な Kähler 多様体とし, X 上の完全可積分系 Φ : X →
RN は像が凸多面体 Δ となるように関数を取り直しておくものとする (つまり作
用変数をとっておく). このとき Φ のトーリック退化とは,

• 射影的 Kähler 多様体の平坦な族 f : X→ B,

• 区分的に滑らかな底空間の道 γ : [0, 1]→ B,

• γ に制限した族の全空間上の連続写像 Φ̃ : X|γ([0,1]) → RN ,

• X|γ([0,1]) (の稠密な開集合)上のベクトル場 ξ で γ の速度ベクトルの持ち上
げとなっているもの

の組で次の条件を満たすもののことをいう.

• 各 t ∈ [0, 1] に対し, Φt := Φ̃|Xt はXt = f−1(γ(t)) 上の完全可積分系,

• X1 は Kähler 多様体として X と同型であり, その同一視のもとで Φ1 = Φ,

• X0 は Δ から決まるトーリック多様体で, Φ0 はトーラス作用の運動量写像
を与える,

• (稠密な開集合上で) φt = exp(tξ) は完全可積分系の構造を保ったままファ
イバー Xt′ を別のファイバー Xt′−t に移す:

Xt′

Φt′ ����
��

��
��

φt �� Xt′−t

Φt′−t����������

RN

[10] では Gelfand-Cetlin 系と呼ばれる旗多様体上の完全可積分系に対してそ
のトーリック退化を構成し, それを正則円盤の数え上げ問題に応用している.
この講演では

• R3 内の多角形のモジュライ空間1 上の bending Hamiltonian と呼ばれる関
数たちからなる完全可積分系,

• 射影直線 CP1 上の放物的 SU(2) 束のモジュライ空間上に定まる完全可積
分系 (Goldman 系と呼ぶことにする)

がトーリック退化を持つことをお話したい. なお, これらの場合にも Floer 理論
への応用は重要な問題だと思われるが, それは今後の課題である.

1R3 内の多角形と聞いて何が面白いのだろうと思われる方もいらっしゃるかもしれないが, 実は次
の項目の放物的ベクトル束のモジュライや Grassmann 多様体, 射影直線上の点配置 ([2], [5] 参照)
などと関係していて, 意外に (?) 深い例である.
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2 R3 内の多角形のモジュライ空間
2.1 多角形のモジュライ空間と Grassmann 多様体
n 個の正の実数の組 r = (r1, . . . , rn)を固定し, |r| =

∑
i ri と書くことにする. こ

のとき多角形のモジュライ空間 Pr = Pr(R
3) とは, R3 内の辺の長さが r1, . . . , rn

である n 角形の Euclid 等長変換群による同値類の集合のことである. 言い換え
ると

Pr =
{
x = (x1, . . . , xn) ∈

n∏
i=1

S2(ri)
∣∣∣ x1 + · · ·+ xn = 0

}/
SO(3)

である (x1, . . . , xn が n 角形の辺). ただし S2(ri) ⊂ R3 は原点中心, 半径 ri の
球面であり, SO(3) 作用は対角作用を考える. r を一般にとると Pr は滑らかな
2(n− 3) 次元多様体となる.
さらに Pr は以下のようにしてシンプレクティック多様体 (より強く Kähler

多様体) となる. R3 を SU(2) の Lie 環の双対 su(2)∗ と同一視すると, S2(ri)
はある余随伴軌道 Ori と同一視される. ここには自然なシンプレクティック形
式 (Kostant-Kirillov 形式) があることに注意する.2 また R3 への SO(3) 作用は
SU(2) の su(2)∗ への余随伴作用から得られる. このとき Or1 × · · · × Orn への
SU(2) の対角作用は Hamiltonian で, その運動量写像は

μ : Or1 × · · · × Orn −→ su(2)∗, (x1, . . . , xn) �−→ x1 + · · ·+ xn

で与えられる. したがって Pr は Or1 × · · · × Orn の SU(2) 作用によるシンプレ
クティック簡約である:

Pr
∼= μ−1(0)/SU(2).

誘導されるシンプレクティック形式を ω
su(2)
r であらわすことにする.

Pr は Grassmann 多様体のシンプレクティック簡約としても得られる ([6]).
Gr(2, n) を Cn の 2 次元部分空間のなす Grassmann 多様体とすると, これは
n × 2 行列全体 Cn×2 の U(2) 作用によるシンプレクティック簡約として得られ
る. μU(2) : C

n×2 → u(2)∗ ∼= √−1u(2) を U(2) 作用の運動量写像とすると,⎛⎜⎝z1 w1

...
...

zn wn

⎞⎟⎠ ∈ μ−1
U(2)

(|r|/2 0
0 |r|/2

)

は ∑
i

|zi|2 =
∑
i

|wi|2 = 1

2
|r|,

∑
i

ziwi = 0 (1)

を満たす. ここで SU(2) の自然な C2 への作用を考えると, その運動量写像は

νSU(2) : C
2 −→ su(2)∗ ∼=

√−1su(2), (z, w) �−→ 1

2

(|z|2 − |w|2 2zw
2zw |w|2 − |z|2

)
2適当に正規化した S2(ri) の面積要素といってもよい.
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で与えられる. (νSU(2))
n : Cn×2 → (su(2)∗)n という写像を考えると, (1) の条件

のもとで (
νSU(2)(z1, w1), . . . , νSU(2)(zn, wn)

)
は su(2)∗ ∼= R3 の n 角形を与える (すなわち

∑
i νSU(2)(zi, wi) = 0 を満たす).

U(n) の対角行列のなす極大トーラスを T としたとき, Gr(2, n) への T 作用の運
動量写像 μT : Gr(2, n)→ Rn は⎡⎢⎣z1 w1

...
...

zn wn

⎤⎥⎦ �−→ (|z1|2 + |w1|2, . . . , |zn|2 + |wn|2)

で与えられることに注意すると,

Pr
∼= μ−1

T (r)/T

となることが分かる.

2.2 Bending Hamiltonian

n 角形 x ∈ Pr と i+ 1 < j に対し, dij = xi + xi+1 + · · ·+ xj を (i− 1) 番目の
頂点と j 番目の頂点を結ぶ対角線とし, その長さを与える関数を lij : Pr → R と
する. すなわち

lij(x) = |dij | = |xi + xi+1 + · · ·+ xj |
である. これを bending Hamiltonian と呼ぶ.

定理 2.1 (Kapovich-Millson [8]). lij の Hamiltonian flow は多角形を対角線 dij
に沿って一定の速さで折り曲げるという S1 作用を定める. さらに dij と dkl が
“交わっていない” (すなわち i < k < j < l, k < i < l < j でない)ならば, lij と
lkl は Poisson 可換である. したがって n 角形の三角形分割を選ぶごとに (n− 3
本の対角線ができることに注意) Pr に完全可積分系が定まる.

この三角形分割, もしくはその双対グラフを Γ とし, それに対応する完全可積
分系を ΦΓ : Pr → Rn−3 と書くことにすると, この lij たちは作用変数であり, ΦΓ

による像は三角不等式で与えられる凸多面体となる.

例 2.2 (n = 5 の場合). 対角線として d12, d13 を選び (五角形の場合は三角形分
割の仕方は本質的に一意的である), 完全可積分系として

ΦΓ = (l12, l13) : Pr −→ R2

を考えることにする (dimR Pr = 4 だから完全可積分系は関数が二つ).

��

��
��

��

��

���

���
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Pr は辺の長さの選び方によって異なるが,ここでは r1, . . . , r5 がほぼ同じ場合を考
える. このとき Pr = は CP2 の 4点ブローアップで, ΦΓ による像 ΔΓ = ΦΓ(Pr)
は下の図のようになる.

���

���

��

��

�� � ��

�� � ��

��� � ���

��� � ���

ΔΓ は CP2 の二点を二回ずつブローアップしたトーリック多様体の運動量多面体
であり, Pr のブローアップした点を二点ずつ近づけていくと Pr のトーリック退
化が得られる.

2.3 トーリック退化
Pr は Gr(2, n) の極大トーラス T によるシンプレクティック簡約により得られた
ので, Pr の (射影多様体としての)トーリック退化は Gr(2, n) の T 不変なトー
リック退化から得られる. 一方 Speyer-Sturmfels [11]により, n 角形の三角形分
割を選ぶごとに Gr(2, n) のトーリック退化が与えられることが示されている.

定理 2.3. 各三角形分割 Γ に対し, Gr(2, n) の完全可積分系で T 作用によるシン
プレクティック簡約が Pr 上の完全可積分系 ΦΓ を誘導するものがある. さらに
この完全可積分系は Γ から定まる Gr(2, n) のトーリック退化の上でトーリック
多様体上の運動量写像に変形できる.

系 2.4. 定理 2.3 の Gr(2, n) 上の完全可積分系のトーリック退化は ΦΓ : Pr →
Rn−3 のトーリック退化を誘導する.

注意 2.5. 三角形分割として対角線が d12, d13, . . . , d1,n−2 であるもの (つまり
すべての対角線がひとつの頂点から出ているもの)をとった場合, Gr(2, n) 上の
Gelfand-Cetlin 系が定理 2.3 の完全可積分系であり ([6]), そのトーリック退化は
[10] で構成されたものである.

3 射影直線上の放物的 SU(2) 束のモジュライ空間
3.1 放物的 SU(2) 束のモジュライと S3 の多角形
p1, . . . , pn ∈ CP1 と r = (r1, . . . , rn) ∈ Rn

>0 を固定し, Σ = CP1 − {p1, . . . , pn}
とおく. Σ 上の放物的 SU(2) 接続とは Σ 上の平坦な SU(2) 接続で, 各 pi の周
りのホロノミーが (

e
√−1ri 0

0 e−
√−1ri

)
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の共役類 Cri に入るものをいう. Mr =Mr(Σ, SU(2)) を Σ 上の放物的 SU(2)
接続のモジュライ空間とすると, 一般の r に対してこの空間は 2(n− 3) 次元のシ
ンプレクティック多様体となる. このシンプレクティック形式を ω

SU(2)
r と書くこ

とにする.
r = (r1, . . . , rn) が十分小さいとき, このモジュライ空間は前節の n 角形のモ

ジュライ空間と同型になることが知られている (例えば [7] 参照):

Pr
∼=Mr.

この同型を構成することは Riemann-Hilbert 問題を解くことと同じことであり,
具体的に記述するのは難しいため, ここでは以下のようにして考えることにする.
pi の周りを回るループを γi とすると, Σ の基本群は

π1(Σ) = 〈γ1, . . . , γn | γ1 . . . γn = 1〉
と与えられることに注意する. Mehta-Seshadri [9] によりMr は π1(Σ) の表現の
同型類の空間と同一視できる:

Mr
∼= {ρ ∈ Hom(π1(Σ), SU(2)) | ρ(γi) ∈ Cri , i = 1, . . . , n}/SU(2)
=
{
(g1, . . . , gn) ∈

∏
i

Cri

∣∣∣ g1 . . . gn = 1
}/

SU(2).

Cri は SU(2) の 1 のまわりの距離球であるので, Mr の元は辺の長さが決まっ
た SU(2) ∼= S3 内の n 角形のモジュライだと思うことができる (1, g1, g1g2,
. . . , g1g2 . . . gn−1 が頂点). r を小さくとっておけば, SU(2) を以下のようにリ
スケールすることにより SU(2) の多角形のモジュライと su(2) ∼= su(2)∗ の多
角形のモジュライをつなぐ 1変数族を構成することができる. t ∈ (0, 1] に対し
tr = (tr1, . . . , trn) とし,

Mt :=
(
Mtr,

1

t
ω
SU(2)
tr

)
と定める. また t = 0 のときは M0 = (Pr, ω

su(2)
r ) とおくと,

⋃
t∈[0,1] Mt が Pr と

Mr をつなぐシンプレクティック多様体の族となる.

3.2 Goldman 系
n角形の対角線 dij に対しγij を pi, pi+1, . . . , pj を囲むループとする (基本群の元と
しては γiγi+1 . . . γj). このループに沿ったホロノミーを用いて関数 fij :Mr → R

を
fij(A) := cos−1

(
1

2
tr (A の γij に沿ったホロノミー)

)
で定める.
定理 3.1 (Goldman [4]). 対角線 dij と dkl が交わらないとき fij と fkl は Poisson
可換である. 特に三角形分割 Γ に対して, その対角線に対応する fij たちで与え
られる

ΨΓ = (fij) :Mr −→ Rn−3

は完全可積分系である.

- 34 -



ここではこの完全可積分系をGoldman 系と呼ぶことにする.

命題 3.2. t ∈ (0, 1] に対して fij,t :Mt → R を

fij,t :=
1

t
fij

で定めると, ΨΓ
t = (fij,t) : Mt → Rn−3 は Goldman 系と ΦΓ : Pr → Rn−3 をつ

なぐ完全可積分系の 1変数族を与える.

これと系 2.4 をあわせて次が得られる.

系 3.3. Goldman 系 はトーリック退化を持つ.
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代数曲面のDONALDSON不変量について

KŌTA YOSHIOKA

Abstract. We show that the Donaldson-invariant of SU(2)-type coincides with the
Seiberg-Witten invariant, if the base 4 manifold has a complex algebraic structure. This
is a joint work with Lothar Göttsche and Hiraku Nakajima.

0.1. Donaldson invariants. Let X be a smooth, compact, connected, and oriented 4-
manifold with b1 = 0 and b+ ≥ 3 odd. We set

(K2
X) := 2χ(X) + 3σ(X), χh(X) :=

χ(X) + σ(X)

4
.

If X is a complex projective surface, then

(K2
X) = the self-intersection of the canonical bundle KX ,

χh(X) =χ(OX).
(0.1)

For y := (2, ξ, n) ∈ Heven(X,Z), let P be the principal U(2)-bundle P with c1(P ) = ξ,
c2(P ) = n and ad(P ) the adjoint bundle of P .

Definition 0.2 (Moduli of ASD connections). We take a Riemann metric g on X and set

Mg(y) := {∇ : irreducible anti-self-dual connections on ad(P )}.
For a generic metric g, Mg(y) is a manifold of dimension 8n−2(ξ2)−6χh(X). A choice

of an orientation of H+, a maximal positive definite subspace of H2(X) with respect to
the intersection pairing, gives an orientation on Mg(y).

Let P → X × Mg(y) be a universal PU(2)-bundle and let

μ : Hi(X) → H4−i(M(y))

be the μ-map defined by

μ(β) := −1

4
p1(P)/β.

Then the Donaldson invariant of X is a polynomial on H0(X) ⊕ H2(X) defined by

(0.3) Dξ,n(αkpl) =

∫

Mg(y)

μ(α)kμ(p)l,

where p ∈ H0(X) is the point class and α ∈ H2(X). More generally, we set

Dξ,n(α1α2 · · ·αkp
l) :=

∫

Mg(y)

μ(α1)μ(α2) · · ·μ(αk)μ(p)l,

where αi ∈ H2(X).

1991 Mathematics Subject Classification. 14D20.
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Remark 0.4. Dξ,n(αkpl) �= 0 only when k + 2l = 4n − (ξ2) − 3χh(X).

As Mg(y) is not compact, the integral must be justified by using the Uhlenbeck com-
pactification MU

g (y) of Mg(y). If ξ �≡ 0 mod 2, then it is given by

MU
g (2, ξ, n) = Mg(2, ξ, n) ∪ Mg(2, ξ, n − 1) × X ∪ Mg(2, ξ, n − 2) × S2X ∪ · · · .

Proposition 0.5. Assume that b+ ≥ 3. Then Dξ,n(αkpl) is independent of the choice of
a general g.

Remark 0.6. The moduli space does not change by a twisting of P by a line bundle, since
the adjoint bundle remains the same. Only the orientation is different. Thus the integral
depends only on ξ mod 2 ∈ H2(X,Z/2) up to sign.

We consider the generating function

Dξ(eαz+px) =
∑
n,k,l

Dξ,n(αkpl)
zkxl

k! l!
Λ4n−(ξ2)−3χh(X).

Definition 0.7. A 4-manifold X is of KM-simple type if for any ξ and α,

∂2

∂x2
Dξ = 4Λ4Dξ.

For a 4-manifold of KM-simple type, we define

(0.8) Dξ(α) := Dξ(eα(1 +
1

2
p)) =

∑
n,k

Dξ,n(αk)
1

k!
+

1

2

∑
n,k

Dξ,n(αkp)
1

k!
.

Then Kronheimer and Mrowka proved the following structure theorem.

Theorem 0.9 (Kronheimer-Mrowka). Assume that X is of KM-simple type. Then there
are finite number of Ki ∈ H2(X,Z) and nonzero rational numbers βi such that

Dξ(α) = e
(α2)

2

∑
i

(−1)
(ξ,ξ+Ki)

2 βie
(Ki,α).

Each Ki is an integral lift of the second Stiefel-Whitney class w2(X).

0.2. Donaldson invariants for complex projective surfaces. From now on,

• X is a complex projective surface and
• ξ is of type (1, 1).

Take an ample line bundle H and consider the moduli space

MH(y) :=

{
E

∣∣∣∣
E is a H-semistable torsion free sheaf,

rk E = 2, c1(E) = ξ, c2(E) = n

}/
S-equiv.

.

MH(y) is a complex projective scheme of dimC MH(y) ≥ 4n−ξ2−3χh(X). If dimC MH(y) =
4n − ξ2 − 3χh(X), then we say MH(y) is of expected dimension. We take the orientation
on H+ given by c1(H) and the complex orientation on H0,2(X). Let MH(y)0 be the open
subset of slope stable vector bundles. By the Kobayashi-Hitchin correspondence, we can
identify MH(y)0 with the moduli of ASD connections.

Theorem 0.10 (Donaldson). MH(y)0
∼= Mh(y), where h is the metric associated to H.
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Then the Uhrenbeck compactification MU
h (y) becomes a projective scheme. We denote

MU
h (y) by MU

H (y). If ξ �≡ 0 mod 2 is primitive, then

MU
H(2, ξ, n) = MH(2, ξ, n)0 ∪ MH(2, ξ, n − 1)0 × X ∪ MH(2, ξ, n − 2)0 × S2X ∪ · · ·

Theorem 0.11 (J. Li, J. Morgan). (1) There is a projective morphism φ : MH(y) →
MU

H(y). If ξ �≡ 0 mod 2, then φ is

(0.12)
MH(y) → MU

H (y)
E �→ (E∨∨, Supp(E∨∨/E)).

(2) If MH(y) is of expected dimension, then

Dξ,n(αkpl) = (−1)
(ξ,ξ+KX )

2

∫

MH(y)

μ(α)kμ(p)l,

where the μ-map is defined by using a universal sheaf E instead of P, as μ(β) =
(c2(E) − c1(E)2/4)/β.

Remark 0.13. (−1)
(ξ,ξ+KX )

2 comes from the difference of the orientation.

If MH(y) is not of expected dimension, then we consider the blow-up π : X ′ → X
at points p1, . . . , pN . Let Ci := π−1(pi)(∼= P1) be the exceptional curves. Then for
y′ = (2, η, n) with η = π∗(ξ) +

∑
i Ci,

dim MH′(y′) = 4n − (η2) − 3χh(X)

for N � 0, where H ′ = kπ∗(H) − ∑
i Ci, k � 0. By the blow-up formula

Dξ,n(αkpl) =(−1)NDη,n(π∗(αk)pl
∏

i

Ci)

=(−1)N

∫

Mg(y′)
μ(π∗(α))kμ(p)l

∏

i

μ(Ci)

=(−1)N(−1)(η,η+KX′ )/2

∫

MH′ (y′)
μ(π∗(α))kμ(p)l

∏

i

μ(Ci),

(0.14)

we can compute Dξ,n by the algebro-geometric method.

0.3. Mochizuki’s definition. Mochizuki defines the invariants by using the obstruction
theory on the moduli spaces of pairs of sheaves and their sections with a suitable stability
condition δ.

MH(y,m, δ) :=

{
(E, φ)

∣∣∣∣∣
OX(−mH)

φ→ E

(E, φ) : δ-semi-stable

}/
S-equiv.

.

Roughly speaking, the following hold, and we can compute the Donaldson invariants
by analysing the wall-crossing phenomenon.

(1) Assume that δ 
 0. Then MH(y, m, δ) = ∅.
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(2) Assume that δ � 0. If y is primitive, then (E, φ) is stable iff E is stable. Thus
ψ : MH(y,m, δ) → MH(y) is a projective bundle for m � 0. Mochizuki’s invariant
is defined by

Dξ,n
Moc(α

kpl) := (−1)
(ξ,ξ+KX )

2

∫

[MH(y,m,δ)]vir

μ(α)kμ(p)lc1(O(1))d

where d = dim MH(y,m, δ) − dim MH(y), O(1) is the tautological line bundle of
ψ and [MH(y,m, δ)]vir is the virtual fundamental class of MH(y, m, δ).

Remark 0.15. Mochizuki proved that Dξ,n
Moc does not depend on the choice of m � 0.

If the moduli space MH(y) is of expected dimension, then

[MH(y, m, δ)]vir = [MH(y,m, δ)] (ordinary fundamental class),

and hence

Dξ,n
Moc = Dξ,n

for ξ ∈ H1,1(X) with ξ �≡ 0 mod 2.

Proposition 0.16. Assume that Dξ,n
Moc satisfies the blow-up formula (0.14). Then Dξ,n

Moc =
Dξ,n.

Remark 0.17. The assumption is proved in the proof of our main result (Theorem 0.21).

Proof. We take a blow-up X ′ → X at sufficiently many points p1, ..., pN of X such that
MH′(y′) is of expected dimension, where H ′ = kπ∗(H) − ∑

i Ci, k � 0 .

(1) Since η �≡ 0 mod 2, MH′(y′,m, δ) → MH′(y′) is a projective bundle for δ � 0.
(2) By the assumption, we have [MH′(y′,m, δ)]vir = [MH′(y′,m, δ)]. Hence we get

Dη,n
Moc = Dη,n.

(3) Since Dη,n satisfies (0.14), if Dη,n
Moc also satisfies (0.14), then Dη,n

Moc = Dη,n.

�

0.4. Seiberg-Witten invariants. Let s be a spinc structure and let c1(s) = c1(S
+) ∈

H2(X) be the first Chern class of its spinor bundle.
Let N(s) be the moduli space of the solutions of monopole equations. This is a compact

manifold (more precisely, after a perturbation) of dimension d(s) := (c1(s)
2 − (KX)2)/4.

It has the orientation induced from that of H+ as in the case of Donaldson invariants. Let
Q be the S1-bundle associated with the evaluation homomorphism from the gauge group
at a point in X, and c1(Q) be its first Chern class. The Seiberg-Witten invariant of s is
defined as

SW(s) :=

∫

N(s)

c1(s)
d(s)/2

This is independent of the choice of g and the perturbation.
We call s (or c1(s)) a Seiberg-Witten class if SW(s) �= 0. It is known that there are

only finitely many Seiberg-Witten classes.

Definition 0.18. A 4-manifold X is of SW-simple type if SW(s) is zero for all s with
d(s) > 0.
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For c ∈ H2(X;Z) which is a lift of w2(X), we define SW(c) as the sum

SW(c) =
∑

c1(s)=c

SW(s).

When X is a complex projective surface, it is known that

• all Seiberg-Witten classes are of type (1,1).
•

N(s) = {(L, φ)|L : a holomorphic line bundle, φ ∈ H0(X, L)}.
• It is an unperturbed moduli space, and does not have the expected dimension d(s)

in general, but can be equipped with an obstruction theory to define the invariants.
• X is of SW-simple type.

0.5. Witten’s conjecture. By a physical argument, Witten clarified the meaning of
Kronheimer-Mrowka’s structure theorem. Since Witten’s argument is not justified in a
mathematical sense, we call it Witten’s conjecture.

Conjecture 0.19 (Witten). If X is of SW-simple type, then it is also of KM-simple type
and βi, Ki are determined by Seiberg-Witten invariants:

Dξ(α) = 2(K2
X)−χh(X)+2(−1)χh(X)e

(α2)
2

∑
s

SW(s)(−1)
(ξ,ξ+c1(s))

2 e(c1(s),α).

Example 0.20. Let X be a quintic surface in P3. The Donaldson series are

D0(α) = 8e
(α2)

2
e(KX ,α) − e−(KX ,α)

2
,

DKX (α) = −8e
(α2)

2
e(KX ,α) + e−(KX ,α)

2
.

We have χh = 5, (K2
X) = 5. The Seiberg-Witten classes are ±KX , and

SW(−KX) = 1, SW(KX) = (−1)χh = −1.

Hence

D0(α) = (−1)χ(OX)2(K2
X)−χ(OX)+1

(
SW(KX)e

1
2
(α2)z2+(KX ,α)z

+ SW(−KX)e
1
2
(α2)z2−(KX ,α)z

)
and

DKX (α) = (−1)(K2
X)+χ(OX)2(K2

X)−χ(OX)+1

(
SW(KX)(−1)(K2

X)e
1
2
(α2)z2+(KX ,α)z

+ SW(−KX)e
1
2
(α2)z2−(KX ,α)z

)
.
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It is also known that Witten’s conjecture is compatible with the blow-up formula.
Mochizuki developed a general theory of Donaldson type invariants and studied the

wall-crossing behavior under the change of δ. In particular, he showed that Dξ,n
Moc is an

integral over the configuration spaces of points (=products of Hilbert schemes of points)
of cohomology classes related to

• the SW-invariants (global contribution) and
• the configuration of points (local contribution).

This is a very complicated expression, but is a very strong result, since the remaining
problem is just a combinatorial one.

We developed a technique to compute this kind of integral. So we get the following.

Theorem 0.21 (Göttsche, Nakajima, Yoshioka). Assume that X has a structure of com-
plex projective surface and ξ is of type (1, 1).

(1) We set

D
ξ
Moc(α) :=

∑
n

Dξ,n
Moc(e

α(1 +
1

2
p)).

Then

D
ξ
Moc(α) = 2(K2

X)−χh(X)+2(−1)χh(X)e
(α2)

2

∑
s

SW(s)(−1)
(ξ,ξ+c1(s))

2 e(c1(s),α).

(2) Witten’s conjecture is true, if X has a structure of complex projective surface and
ξ is of type (1, 1).

(1) implies that the blow-up formula (0.14) holds for Mochizuki’s invariant. Then the
second claim is a consequence of (1) and Proposition 0.16.

Department of Mathematics, Faculty of Science, Kobe University, Kobe, 657, Japan

E-mail address: yoshioka@math.kobe-u.ac.jp

- 42 -



ココンパクトな群作用を持つCAT(0)空間
に対する固定点性質

豊田　哲（名古屋大学大学院多元数理科学研究科）

1 はじめに
群の距離空間 Y への作用の在り方を捉える上で，次の対極的な二つの性質は基
本的である：

(1) 与えられた群は，Y へココンパクトかつ固有不連続に等長作用をする．

(2) 与えられた群のいかなる Y への等長作用も固定点を持つ．

群が上の性質 (2)を満足するとき，Y に対する固定点性質を持つといわれる．離散
群の研究において，与えられた群がどのような空間にどのように作用をするのか
を調べることは基本的な手段であるが，特に，最近では，非正曲率リーマン多様
体を一般化した CAT(0)空間と呼ばれる距離空間に対する等長作用を調べること
で多くの成果が上がってきている．本稿では，Y が測地的完備かつ完備なCAT(0)

空間であるときには，Y に対して性質 (1)を満たすような群が少なくとも一つ存
在するならば，性質 (2)を満たすような無限群も大量に存在することを報告する．

2 CAT(0)空間の不変量 δとその評価
ヒルベルト空間は CAT(0)空間の典型的な例であるが，ヒルベルト空間に対す
る離散群の作用については，古くから広く研究がなされており，それらを一般の
CAT(0)空間へ拡張することが近年多く試みられている．そのような試みの一つと
して，井関・納谷・近藤らは，CAT(0)空間のヒルベルト空間からのズレを，0以
上 1以下に値を取る次に定義を述べるような不変量 δで表して，その値がそれ程
大きくならない CAT(0)空間に対しては，ヒルベルト空間に対する幾つかの議論
がうまく働くことを証明した（[3]，[4]，[5]）．

定義 1 (井関-納谷 [3]) 完備CAT(0)空間 Y に対し，

δ(μ) = sup
μ

inf
φ : supp(μ)→H

‖ ∫
Y

φ(y)μ(dy)‖2

∫
Y
‖φ(y)‖2μ(dy)
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と定める．ただし，μは台 supp(μ)が二点以上を含む有限集合であるような確率
測度全体を動き，φ はヒルベルト空間に値を持つ supp(μ) 上の 1-Lipschitz 写像
で ‖φ(y)‖ = dY (y, bar(μ))（∀y ∈ supp(μ)）を満足するもの全体を動く．ここで，
bar(μ)は確率測度 μの重心を表している．

しかし，彼らによる研究の一つの障害は，この不変量の計算・評価が困難なこ
とであり，それが「それ程大きくない」というのがどのような場合なのかよく分
からないことであった．講演者はこの状況の改善を試み，[9]において，δが上か
ら抑えられるための幾何学的な十分条件を与えた1：

定理 2 ([9]) Y を完備CAT(0)空間とする．Gromov-Hausdorffプレコンパクトな
距離空間の族 {Xα}αが存在して，Y 上の任意の点 p ∈ Y における接錐 TCpY が，
{Xα}αに属する空間上の距離錐の（有限個もしくは無限個の）直積 Cone(Xα1) ×
Cone(Xα2) × · · · と等長的であるならば，

δ(Y ) < 1

が成立する．特に，完備 CAT(0)空間 Y の方向空間全体のなす族 {SpY }p∈Y が
Gromov-Hausdorffプレコンパクトであるならば，δ(Y ) < 1である．

ここで，接錐という言葉が出てきたが，CAT(0)空間 Y においては，多様体にお
ける接空間に相当するものとして（p ∈ Y における）接錐 TCpY を考えることが
できる．また，単位接空間に相当するものとして方向空間 SpY が定義される．こ
れらの用語の正確な定義は，[1]などを参照されたい．
本稿では，次の二つの意味のある CAT(0)空間のクラスが定理 2の条件を満足
していることを報告する：

定理 3 ([10]) Y を完備かつ測地的完備なCAT(0)空間とするとき，Y に固有不連
続かつココンパクトに作用するような群が存在するならば，δ(Y ) < 1である．

定理 4 ([10]) N を正の整数とする．完備 CAT(0)空間 Y が同一の doubling定数
N を持つ（有限個ないし無限個の）doublingな距離空間の直積と等長であるなら
ば，N のみに依存する定数 0 < C < 1が存在して

δ(Y ) ≤ C.

が成り立つ．

定理 3が興味深いのは，次のような一般的な結果と併せると，冒頭に述べたよ
うなことを導くからである．

1この定理は，より一般的な形で述べることができる（[9]，[10]参照）．
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定理 5 (井関-近藤-納谷 [5]) Y を δ(Y ) < 1であるような完備 CAT(0)空間とし，
Lを非有界な正整数の集合とする．このとき，下に述べる (i)から (iv)の条件を満
足するような有限グラフの列 {Gl}l∈Lに付随するグラフモデルのランダム群は Y

に対して固定点性質を持ち，かつ非初等的な双曲群である．

(i) Glの頂点数は+∞に発散する;

(ii) 正の整数 dが存在して，任意のグラフGlの任意の頂点に隣接する頂点数は 2

以上 d以下である．

(iii) 定数 c1, c2 > 0が存在して，各 l ∈ Lに対してグラフGlの girth（最小サイク
ルの長さ）は c1lを下回らず，グラフGlの直径は c2lを超えない;

(iv) 正の実数 μ0が存在して任意のグラフGlの組み合わせラプラス作用素の最小
正固有値 λ1(Gl)は μ0以上である．

(v) ある定数 c3 > 0と 1に十分近い 1 < βが存在して，各グラフGlに埋め込まれ
た長さ l

2
未満の pathの個数は c3 · β l

2 未満である.

グラフ列に付随するランダム群の定義については，紙数を超えてしまうのでこ
こでは述べないが，[5]やそこにある参考文献を参照されたい．「ランダム群が性質
· · · を持つ」という主張が意味することを，ごく大雑把に表現するとすれば，「性質
· · · を持つ（多くの）群の存在が，確率論的に保証される」といった所であろうか．
定理 3と定理 5を併せると次が得られる：

系 6 Y を完備かつ測地的完備なCAT(0)空間とし，ある群が存在して Y に固有不
連続かつココンパクトに等長作用しているとする．また，Lを非有界な正整数の
集合とする．このとき，定理 5中の (i)から (iv)の条件を満足するような有限グラ
フの列 {Gl}l∈Lに付随するグラフモデルのランダム群は Y に対して固定点性質を
持ち，かつ非初等的な双曲群である．

3 主定理の証明の概要
この節では，定理 3の証明の概要を述べる．
まず，距離空間に固有不連続かつココンパクトな群作用があるときは，十分小
さな半径 rを持つ球の形状は，次の補題で述べるような意味で，空間上どの点を中
心とするものもそんなに他から懸け離れた形をしていないということに注意する：

補題 7 Y が固有不連続かつココンパクトな等長的な群作用を許容するような距離
空間であるならば，ある正の実数 r > 0に対して，Y 上の半径 rの球全体のなす族
{B(p, r)}p∈Y はGromov-Hausdorffプレコンパクトである．
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距離空間 Y 上の曲線 γ : [a, b] → Y が閉区間 [a, b]の Y への等長写像であるとき，
測地線と呼ぶ．Y が CAT(0)空間であるとき，Y が測地的完備であるとは，任意
の測地線 γ : [a, b] → Y が R上定義された測地線 γ̃ : R → Y に拡張できることで
ある．
測地的完備な CAT(0)空間では，空間の多くの局所的な性質が，接錐及び方向
空間に自然な形で遺伝される．例えば，次が成り立つことを示すことができる：

補題 8 Y を完備かつ測地的完備な CAT(0)空間とする. ある正実数 r > 0に対し
て，Y 上の半径 rの球全体のなす族 {B(p, r)}p∈Y がGromov-Hausdorffプレコンパ
クトであるならば，方向空間全体のなす族 {SpY }p∈Y もGromov-Hausdorffプレコ
ンパクトである．

定理 3は，補題 7と補題 8及び定理 2から得られる．

注意 9 定理 3の仮定において，測地的完備性は外せないことを注意しておく．最
近，神戸大学の近藤氏 ([6])は CAT(0)空間の構造を持つ錐の列 T1, T2, T3, . . .で，
limi→∞ δ(Ti) = 1なるものを構成し，不変量 δの値が 1になるような空間の存在を
初めて証明した．ここで，T ′i ⊂ Tiを各錐の原点を中心とする半径 1

i
の球とすると

するとき，T ′1, T
′
2, . . .をそれぞれの原点を全て同一視することで一点で張り合わせ

て得られる空間 T ′を考えると，測地的完備ではないが，δ(T ′) = 1を満足するコン
パクトなCAT(0)空間が得られる．

4 超極限とdoubling条件
距離空間 Y が doubling条件を満足するとは，正整数N が存在して，Y 上のす
べての閉球が高々N 個の半径が半分の閉球で覆うことができることをいう．また，
このようなN のことを Y の doubling定数という．
もしも，測地的完備性を仮定するならば，定理 4は定理 3と殆ど同様な方法で
証明することができる．測地的完備性を仮定せずに前節の補題 8に相当すること
を示すために，ここでは，距離空間列の超極限（ultralimit）という概念を利用す
る．距離空間列の超極限の定義については，[7]や [9]を参照されたい．証明の鍵と
なるのは，「共通の doubling定数N に関して doubling条件を満たす孤長空間の列
の超極限は，同じ定数に関して doubling条件を満足する」という次の事実である2

命題 10 ωを集合 I上のウルトラフィルターとする. {(Xi, di)}i∈I を孤長空間の列
とする. もしも，各 (Xi, di)が同一の定数Nを doubling定数として doubling条件を
満足するのであれば，ω-極限 ω- limi(Xi, di) もN を doubling定数として doubling

条件を満足する．
2おそらく，この事実は専門家にとっては既知なものだと思われるが，それについて言及してい

る文献等を講演者は知らない．講演者の [9]では，この事実について詳細な証明を与えてある．
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CAT(0)空間 Y の点 pにおける接錐 TCpY について本稿では正確な定義を与え
ていないが，直観的な言い方をすると，pを出発する測地線の集まりと考える定
義の仕方や，pを基点として，距離空間 Y の距離のスケールをどんどん大きくし
ていった先の超極限と考える定義の仕方がある（これらの定義は同値ではないが，
後者の定義による接錐には，前者の定義によるものが等長的に埋め込まれる）．後
者の定義の仕方に注目することで，命題 10から次が導かれる：

系 11 Y をCAT(0)空間とする．Y が doubling定数をN として doubling条件を満
たしているとすると，Y の任意の接錐 TCpY も同じ定数に関して doubling条件を
満たす．

CAT(0)空間 Y の全ての接空間 TCpY が同じ doubling定数に関して doubling条
件を満足するときは，Y が定理 2の仮定の条件を満たすことを示すことは難しく
ないので，定理 4が，系 11と定理 2から得られる．
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狭義凸Banach空間へのアフィン等長作用の
固定点の存在について

田中 守 (Mamoru Tanaka)∗ 東北大学 (Tohoku University)

序
有限生成群が性質 (FH)を持つとは, 無限次元Hilbert空間への任意のアフィ
ン等長作用が固定点を持つことである. 有限生成群が性質 (FH)を持つことは,

Kazhdanの性質 (T ) (定義 1参照) を持つことと同値であることが知られてい
る. これらの性質は, 多くの分野で研究対象とされている.

最近では, これらの性質がBanach空間に一般化され, 研究されている. たと
えば, Kazhdanの性質 (T )を Banach空間Bに拡張した性質を性質 (TB)とい
い (定義 1参照), 無限次元 Lp空間 Lp(1 ≤ p < ∞)に対して, 有限生成群が性
質 (TLp)を持つことは互いに同値であることが示されている ([BFGM]).

一方, 有限生成群が性質 (FB)を持つとは, Banach空間Bへの任意のアフィ
ン等長作用が固定点を持つことである. 有限生成群が性質 (FLp)を持つことは,

すべての p ∈ [1, 2]で同値である ([CDH], ただし p = 1のときは性質 (FLp)の定
義が少し異なる). しかし, 性質 (FL2)(=性質 (FH))を持つが, 十分大きな p > 2

に対して性質 (FLp)を持たない有限生成群の存在が知られている. そのため,一
般には性質 (TB)と性質 (FB)は異なる性質である.

本講演では, Bを狭義凸実 Banach空間とし, 性質 (TB), 性質 (FB)に関連す
るある条件を有限生成群が満たすための同値条件を与える. そして, この結果
を �p空間 (1 < p < ∞)に適用し, 有限生成群上のラプラシアンのスペクトル
とこれらの条件との関係を与える.

1 狭義凸実Banach空間への等長作用
Γを有限生成群とし, K をその有限生成元集合とする. ただし, γ ∈ K な
らば γ−1 ∈ K であると仮定する. Bを Banach空間とし, π : Γ × B → Bを
Γの Bへの線形等長作用とする. 作用 πの固定ベクトルからなる閉部分空間
をBπ(Γ)と書き, B′ := B/Bπ(Γ)とする. このとき, πから自然に線形等長作用
π′ : Γ × B′ → B′が誘導される.

定義 1. 有限生成群 Γが性質 (TB)を持つとは, 正定数Cが存在して, 任意の線
形等長作用 π : Γ×B → Bに対し, 任意の v′ ∈ B′がmaxγ∈K ‖π′(γ, v′)− v′‖ ≥
C‖v′‖を満たすことである. 特に, Bが無限次元Hilbert空間のとき, Kazhdan

の性質 (T )を持つという.

∗sa5m10@math.tohoku.ac.jp
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以下, Bを狭義凸 Banach空間, つまり任意の異なる単位ベクトル u, v ∈ B

が ‖u + v‖ < 2を満たす Banach空間とする. 例えば, Lp空間 (1 < p < ∞)は
狭義凸Banach空間である.

写像 c : Γ → B が π-コサイクルであるとは, 任意の γ1, γ2 ∈ Γに対して
c(γ1γ2) = π(γ1, c(γ2)) + c(γ1)が成り立つことである. また, ΓのBへの等長作
用α : Γ×B → Bがアフィンであるとは, ΓのBへのある線形等長作用ρとある
ρ-コサイクル cにより, 任意の v ∈ Bと γ ∈ Γに対してα(γ, v) = ρ(γ, v) + c(γ)

と書けることである. この ρを αの線形部分, cをコサイクル部分と呼ぶ. 線形
部分が πのアフィン等長作用からなる集合をA(π)と表す. 特に, π ∈ A(π)で
ある.

αを ΓのBへのアフィン等長作用とし, 1 ≤ r < ∞とする. ベクトル v ∈ B

に対して

Fα,r(v) :=

(∑
γ∈K

‖α(γ, v) − v‖r

|K|

)1/r

, Fα,∞(v) := max
γ∈K

‖α(γ, v) − v‖

と定義する. このとき vがαの固定点であることと, Fα,r(v) = 0は同値である.

また,

|∇−Fα,r|(v) := max

{
lim sup
u→v,u∈B

Fα,r(v) − Fα,r(u)

‖v − u‖ , 0

}
と定義する. 関数 |∇−Fα,r|は, Fα,r が最も減る方向への勾配のノルムとみな
せる.

定理 1. πを ΓのBへの線形等長作用とし, 1 ≤ r ≤ ∞とする. 線形等長作用
πは非自明な固定ベクトルを持たないと仮定する. このとき以下は同値.

(i) 正定数 Cが存在し, 任意の v ∈ Bがmaxγ∈K ‖π(γ, v) − v‖ ≥ C‖v‖を満
たす.

(ii) 正定数C ′が存在し, 任意の v ∈ B\{0}が |∇−Fπ, r|(v) ≥ C ′を満たす.

定理 1の (i)は, 性質 (TB)の線形等長作用 π′に対する条件そのものである.

定理 2 ([Tan]). πを ΓのBへの線形等長作用とし, 1 ≤ r ≤ ∞とする. 線形等
長作用πは非自明な固定ベクトルを持たないと仮定する. このとき以下は同値.

(i) 任意の α ∈ A(π)が固定点を持つ.

(ii) 正定数 C ′が存在し, 任意の α ∈ A(π)に対して, Fα, r(v) > 0である任意
の v ∈ Bが |∇−Fα, r|(v) ≥ C ′を満たす.

これらの定理を有限生成群 Γ上の �p空間と, その上の正則表現に適用する
と, 定理 1の (i), 定理 2の (i)とΓ上の”ラプラシアン”のスペクトルとの関係が
見えてくる.
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2 定理の �p空間への適用
前の節と同様に, Γを有限生成群とし, K をその有限生成元集合とする. さ
らに, 1 < p < ∞とし, γ ∈ K ならば γ−1 ∈ K であると仮定する. Lebesgue

空間 �p(Γ)とは, 空間が {f : Γ → R
∣∣∑

γ∈Γ |f(γ)|p < ∞}であり, ノルムが
‖f‖
p(Γ) := (

∑
γ∈Γ |f(γ)|p)1/pのBanach空間である.

群 Γ上の実数値関数からなる空間をF(Γ)と表す. 群 ΓのF(Γ)上の左正則
表現 λΓを, f ∈ F(Γ)と γ, γ′ ∈ Γに対して λΓ(γ)f(γ′) = f(γ−1γ′)と定義する.

この表現 λΓの �p(Γ)(⊂ F(Γ))への制限を λΓ, pと表す. 表現 λΓ, pは, 非自明な
固定ベクトルを持たない Γの �p(Γ)への線形等長作用とみなせる.

関数 f ∈ F(Γ)に対して, df(γ) := λΓ(γ)f − f と定義する. 関数 f ∈ F(Γ)

が p-Dirichlet有限であるとは, すべての γ ∈ K で df(γ) ∈ �p(Γ)が成り立
つことである. すべての p-Dirichlet有限関数からなる空間を Dp(Γ)と表す.

空間 �p(Γ) は Dp(Γ) の線形部分空間である. 空間 Dp(Γ) には, ‖f‖Dp(Γ) :=

(
∑

γ∈K ‖df(γ)‖p

p(Γ)/|K|)1/pでセミノルムを定めることができる.

関数 f ∈ Dp(Γ)の p-ラプラシアンΔpf を,

Δpf(x) :=
∑
γ∈K

|df(γ)(x)|p−2(df(γ)(x))

|K|

と定義する. 但し, p < 2のとき, df(γ)(x) = 0ならば |df(γ)(x)|p−2 = 0とする.

任意の f ∈ Dp(Γ)に対して, df は λΓ, p-コサイクルである. 逆に, Puls [Pul06]

による結果から, 任意のα ∈ A(λΓ, p)に対して, そのコサイクル部分が dfαとな
る fα ∈ Dp(Γ)が, 定数和を除いて一意に存在することが分かる. 特に fλΓ, p

≡ 0

とできる. これらの事実と計算から, Fα,p(f) > 0を満たす任意の f ∈ �p(Γ)に
対して,

|∇−Fα,p|(f) =
2‖Δp(f − fα)‖
q(Γ)

‖f − fα‖p−1
Dp(Γ)

が成り立つことが分かる. 但し, qは pの共役指数, つまり q = p/(p − 1)であ
る. 定理 1に, この結果を用いると, 次の系が導かれる.

系 1. 以下は同値.

(i) 正定数 C が存在し, 任意の f ∈ �p(Γ)がmaxγ∈K ‖λΓ, p(γ)f − f‖
p(Γ) ≥
C‖f‖
p(Γ)を満たす.

(ii) 正定数C ′が存在し, 任意の f ∈ �p(Γ)が ‖Δpf‖
q(Γ) ≥ C ′‖f‖p−1
Dp(Γ)を満た

す. 但し, qは pの共役指数である.

ここで, g ∈ �q(Γ)と f ∈ �p(Γ)に対し, 〈g, h〉 :=
∑

γ∈Γ g(γ)f(γ)とする. この
とき, 正定数Cが存在し, 任意の f ∈ �p(Γ)が 〈Δpf, f〉 ≥ C‖f‖p


p(Γ)を満たすな
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らば, 系 1の (i)が成り立つ. 一方,

‖f‖Dp(Γ) = F(λΓ, p), p(f) ≥ max
γ∈K

‖λΓ, p(γ)f − f‖
p(Γ)/|K|1/p

である. よって, この系の (i), (ii)のいずれかが成り立つならば, 正定数 C ′′が
存在し, 任意の f ∈ �p(Γ)が ‖Δpf‖
q(Γ) ≥ C ′′‖f‖p−1


p(Γ)を満たす. 特に p = 2のと
き, これらはいずれもΔ2のスペクトルが下から評価できることを表している.

一方, 定理 2に対しては, 次が成り立つ.

系 2 ([Tan]). 以下は同値.

(i) 任意の α ∈ A(λΓ, p)が固定点を持つ.

(ii) 正定数 C ′が存在し, 任意の f ∈ Dp(Γ)が ‖Δpf‖
q(Γ) ≥ C ′‖f‖p−1
Dp(Γ)を満

たす. 但し, qは pの共役指数である.

特に p = 2のとき, この系の (ii)は, D2(Γ)の内積に関するΔ2のスペクトル
の下からの評価を表している.
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.
([1]) , ,
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, 3 Euclid R

3 . ,
M Riemann , g M , φ M 1 , (|g|−1 + |g|)2|φ|2

M , |g| 1 . ,

X = Re
∫ (
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2

(
1
g
− g

)
,

1
2

(
1
g

+ g

)
, 1
)

φ : M −→ L3 (1)

([5]).
([9]). (g, φ) X Weierstrass data, g X Gauss

. X M ds2 =
(|g|−1 − |g|)2 |φ|2/4 .
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, Riemann M π : M → M ′ , X = X ′ ◦ π : M → L3

. X , X ′ .
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X ′ : M ′ → L3 , π : M → M ′ M ′ .
(g, φ) X = X ′ ◦ π Weierstrass data . I : M → M

π , M p X ◦ I(p) = X(p)
.

g ◦ I =
1
ḡ

I∗φ = φ̄. (2)

.

2 Gauss

3. X ′ : M ′ → L3 , π : M → M ′ M ′

. g X = X ′ ◦ π Gauss . C ∪ {∞}
A : C∪{∞} → C∪{∞} A(z) = 1/z̄ . , p0 : C∪{∞} → (C∪{∞})/〈A〉

. ,

M
g−−−−→ C ∪ {∞}

π

⏐⏐� ⏐⏐�p0

M ′ ĝ−−−−→ (C ∪ {∞})/〈A〉
ĝ = M ′ → (C ∪ {∞})/〈A〉 . ĝ X ′

Gauss .

X ′ : M ′ → L3 , ĝ M ′

. ĝ g : M → C ∪ {∞} .

3

Gauss , .

4 ([4]). X ′ : M ′ → L3 , ĝ : M ′ → (C ∪ {∞})/〈A〉
X ′ Gauss . , ĝ 4 .

5. R
3 , ĝ M ′

Euler ([7]).

, 2 .

6 ([7]). M1, M2 2 , p : M1 → M2

. χ(M2) , χ(M1) ≡ deg p (mod 2) .

7 ([8]). M Riemann , I : M → M

. , M h h ◦ I = −1/h̄ .
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. π : M → M ′ M ′ , I : M → M π

, g X = X ′ ◦ π Gauss . M

M . 7 h ◦ I = −1/h̄ M h

. h 1 . Möbius L(z) = (z + a)/(āz − 1)
, h g . M

G G(p) = g(p)h(p) (p ∈ M) ,

G ◦ I = (gh) ◦ I = (g ◦ I)(h ◦ I) = (1/ḡ)(−1/h̄) = −1/Ḡ

, 6

χ(M ′) ≡ deg h (mod 2), χ(M ′) ≡ deg G (mod 2)

. deg G = deg(gh) = deg h + deg g

deg h ≡ deg h + deg g (mod 2).

deg ĝ = deg g . deg ĝ = 2
.

4

ĝ 4 , M ′ Möbius Klein 1 ,
.

8 (Möbius ). M = C− {0}, I(z) = −1/z̄ .

(i) Weierstrass data (g, φ)

g = z3 z − 1
z + 1

, φ = i
z2 − 1

z2
dz

(1) M well-defined , (g, φ) (2) . π : C ∪
{∞} → RP2 = (C∪{∞})/〈I〉 X ′ : M ′ = RP2 −{π(0)} → L3

X = X ′ ◦ π , X ′ : M ′ → L3

( 1 ).

(ii) Weierstrass data (g, φ)

g = z
(rz − 1)(sz − 1)(tz − 1)

(z + r)(z + s̄)(z + t̄)
,

φ = i
(rz − 1)(z + r)(sz − 1)(z + s̄)(tz − 1)(z + t̄)

z4
dz

. r > 0, s, t ∈ C− {0}

r2 + s2 + t2 + 4rs + 4st + 4tr = 0
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(r2 − 1)
{
(|s|2 − 1)(|t|2 − 1) − st̄ − s̄t

}
= r

{
(|s|2 − 1)(t + t̄) + (|t|2 − 1)(s + s̄)

}
. (1) M well-defined , (g, φ) (2)

. (i) X ′

( 1 ).

1: Möbius . : 8 (i). : 8 (ii) (r = 1, s = e2πi/3,
t = e−2πi/3).

9 ([4]). deg ĝ = 4 Möbius .

10 (Klein −{1 }). r ∈ R − {0} ,

M =
{

(z, w) ∈ (C ∪ {∞})2 ; w2 = z
rz − 1
z + r

}
. M 1 Riemann . M = M − {(0, 0), (∞,∞)}

. I : M → M I(z, w) = (−1/z̄,−1/w̄) .

g = w
z + 1
z − 1

, φ = i
z2 − 1

z2
dz

, (g, φ) (2) , (1) M well-defined r 2
. π : M → RP2#RP2 = M/〈I〉 X ′ : M ′ =

(RP2#RP2)−{π(0, 0)} → L3 X = X ′ ◦ π , X ′ : M ′ → L3

( 2 ).

11 ([4]). deg ĝ = 4 1 Klein , 2
.
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可展的な Möbius の帯の漸近的完備化上に現れる特異点

直川耕祐 (大阪大学大学院理学研究科D1)

本講演では，3次元 Euclid 空間 R3 における可展的な Möbius の帯の漸近方向への延長上に現
れる，カスプ辺以外の特異点の個数の下からの評価について報告する．
まず，用語を定義する．C∞-写像 γ = γ(s) : R −→ R3 は，γ′(s) := dγ(s)/ds が R 上消え
ないとき，正則曲線という．正則曲線 γ(s) は，s ∈ R において γ(s + l) = γ(s) を満たすとき，
l-周期的であるという．このような γ を固定し，ξ = ξ(s) : R −→ R3 \ {0} を γ に沿う C∞-

ベクトル場で，各 s ∈ R において γ′(s) と一次独立なものとする．ξ(s) は，s ∈ R において
ξ(s+ l) = −ξ(s) (s ∈ R) を満たすとき，l-奇周期的であるという．以下，このような ξ を固定す
る．十分小さく ε > 0 をとると，C∞-写像

(1) F (s, u) = γ(s) + uξ(s) (s ∈ R, |u| < ε)

は R3 へのはめ込みを与える．この F のことを，γ を生成曲線，ξ を漸近方向とするMöbius の
帯という．もし F が平坦 (つまり Gauss 曲率が常に 0)であるならば，F は可展的であるという．
(1)で定義された F に対して，C∞-写像

F̃ (s, u) := γ(s) + uξ(s) (s, u ∈ R)

を F の漸近的完備化という．図 1の Möbius の帯の漸近的完備化は，図 2のようになる．

図 1 F (s, u) の像 図 2 F (s, u) の漸近的完備化

U を R2 の領域とし，f : U −→ R3 を C∞-写像とする．点 p ∈ U が f の特異点であるとは，
p において f の Jacobi 行列が退化するときにいう．3つの C∞-写像

fC(u, v) :=

⎛⎝ 2u3

−3u2

v

⎞⎠ , fS(u, v) :=

⎛⎝ 3u4 + u2v
−4u3 − 2uv

v

⎞⎠ , fCR(u, v) :=

⎛⎝ u
v2

uv3

⎞⎠
は，すべて原点において特異点をもつ (図 3, 4, 5)．f の特異点 p がカスプ辺であるとは，p のまわ
りの座標変換と，f(p) のまわりの R3 の座標変換によって，f が fC と一致するときにいう．同
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様に，このような座標変換で f が fS と一致するとき燕の尾といい，fCR と一致するときカスプ
状交叉帽子という．可展面に現れる一般的な特異点は，カスプ辺，燕の尾，カスプ状交叉帽子の 3

つである．この中で最も一般的に現れる特異点は，カスプ辺である (cf. [6, Proposition 2.16])．

図 3 カスプ辺 図 4 燕の尾 図 5 カスプ状交叉帽子

可展的な Möbius の帯は，豊富に存在している．実際，Chicone と Kalton [1] は，ジェネリック
に与えられた正則な空間閉曲線に対し，これを生成曲線とするような可展的な Möbius が存在する
ことを示した．また，Røgen [8] は，任意の「位相型」の可展的な Möbius の帯が構成できること
を示した．ただし，Möbius の帯の位相型とは，生成曲線のイソトピー型と「捻り数」で決定され
るものである．一方，完備かつ平坦な R3 にはめ込まれた曲面は，柱面に限ることが知られている．
この事実から，可展的な Möbius の帯の漸近的完備化上には，必ず特異点が現れる．そこで，カス
プ辺以外の特異点がどの程度現れるのか，その個数の下限について調べ，次のような結果を得た．

命題. 可展的な Möbius の帯の漸近的完備化上には，カスプ辺以外の特異点が少なくとも 1つ存在
する．

さらに，カスプ辺以外の特異点がちょうど 1個である例が存在する (図 6)．

図 6 漸近的完備化上にカスプ辺以外の特異点を 1つだけもつ例

閉測地線を含む可展的なMöbius の帯は『帯状の長方形の「紙」の両端をつなげて作れる』とい
う点で，重要である．例えば，図 1の生成曲線は測地線となっているのだが，図の上部真ん中を生
成曲線に対して垂直にハサミで切り，平面に展開すると，帯状の長方形となっている．
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閉測地線を含む可展的な Möbius の帯の例は，Wunderlich [9] が初めて構成した．最近，黒野
と梅原 [5] は，任意の位相型に対してこのような Möbius の帯が存在することを示した．したがっ
て，閉測地線を含む可展的な Möbius の帯も豊富に存在していることが分かる．そこで，この漸近
的完備化上に現れるカスプ辺でない特異点の個数の下からの評価を行い，次のような結果を得た．

定理. 閉測地線を含む可展的な Möbius の帯の漸近的完備化上には，カスプ辺以外の特異点が 3つ
以上存在する．

さらに，カスプ辺以外の特異点がちょうど 3 つの例が存在する (図 1, 2)．命題と定理の証明に
は，ともに [4] におけるカスプ辺の判定法を用いた．

定理の証明の概要. 次のような手順で定理を証明する．

(1) F (s, u) = γ(s) + uξ(s) を可展的な Möbius の帯とし，その生成曲線 γ は測地線であるとす
る．e(s) を γ の単位接ベクトルとする．γ(s) の曲率関数 κ(s) が 0 でない点において，γ(s)

の主法線ベクトル n(s)，従法線ベクトル b(s)，捩率関数 τ(s) が存在する．生成方向 ξ(s) は
「展直平面」への射影が単位ベクトルとなるように正規化しておく，ただし，展直平面とは生
成曲線の接ベクトルに直交する平面のことをいう．すると，ξ(s) は，e(s), n(s), b(s) の一次
結合として

τ(s)

κ(s)
e(s) + b(s) (κ(s) �= 0)

と表せる．これを正規化された Darboux ベクトル場という (cf. [5])．ただし，正規化された
Darboux ベクトル場は，曲率関数の零点では定義されない．また，曲率関数の零点を越える
と，ベクトルの向きが逆になる場合があることに注意せよ．

(2) σ(s) := τ(s)/κ(s) のことを γ の円錐的曲率(conical curvature)という．円錐的曲率も曲率関
数の零点では定義されない．しかし，

σ̂ := e · ξ

と定義すると，これは R 上で C∞ 級である．ただし「·」(ドット)は R3 の標準内積である．
しかも，曲率関数の零点以外では，符号の違いを除いて σ と一致している．この意味で σ̂ は
円錐的曲率の拡張となっている．

(3) F (s, u) の特異点集合は，

S(F ) :=

{
(s, u) ∈ R2 ; u = −|γ

′(s)|
σ̂′(s)

, σ̂′(s) �= 0

}
で与えられる．したがって，(1周期あたりの)特異点集合 S(F ) の連結成分の個数は，有限な
らば，σ̂′(s) の零点の個数に等しい．また，[4] のカスプ辺の判定法を用いると，S(F ) の各連
結成分上には，少なくとも 1つカスプ辺でない特異点が存在する．ゆえに，F のカスプ辺でな
い特異点の個数は，σ̂′(s) の零点の個数に等しいか，または大きい．

(4) e = e(s) : R −→ S2 を球面曲線と見なすとき，円錐的曲率 σ(s) は，球面曲線 e(s) の測地的
曲率と一致することが知られている (cf. [2])．κ(s) の零点で球面曲線 e(s) は特異点となるが，
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σ(s) の拡張 σ̂(s) が R 上で C∞ 級なので，e(s) の測地的曲率円も κ の零点を含めて R 上で
滑らかに定義できる．

(5) σ̂(s) の零点が 1 つしかないと仮定し，矛盾を導く．ここでは説明を簡単にするために，κ(s)

の零点は有限個とする．今，ξ(s) が l-奇周期的であったとすると，σ̂(s) も l-奇周期的である．
よって，σ̂(s) は閉区間 [0, l] 上で (狭義の)単調関数であるとしてよい．すると，[0, l] 上で球
面曲線 e(s) の測地的曲率円の拡張の族は，渦巻き線の曲率円の族と同様の「入れ子構造」を
もつ．つまり，各測地的曲率円の拡張は，他のどの測地的曲率円の拡張とも共通部分を持たな
い (渦巻き線の曲率円の入れ子構造については，[3] または [7] を見よ)．特に，球面曲線 e(s)

が閉じず，矛盾が生じる．よって，σ̂(s) の零点は 2つ以上となるが，2つの場合は σ̂(s) の奇
周期性から，同様の議論によって矛盾が生じる．したがって，σ̂(s) の零点は 3つ以上である．
(3)により，定理が示された．

参考文献
[1] C. Chicone and N. J. Kalton, Flat embeddings of the Möbius strip in R3, Commun. Appl.
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測度の集中現象とラプラシアンの固有値の挙動

船野 敬 熊本大学工学部数理工学科PD
yahoonitaikou@gmail.com

1 序
本講演では測度の集中現象 (後述)と閉Riemann多様体上のLaplacianの固有値の
挙動との関係について得られた結果を紹介する. 本講演の内容は塩谷隆氏 (東北大)
との共同研究 [6]に基づく.

2 測度の集中現象とLaplacianの第1固有値
閉Riemann多様体M に対し μM を μM(M) = 1と正規化したM 上の体積測度と

する. 正数 r, κに対して

αM(r;κ) := sup{μM(M \ Or(A)) | A ⊆ M はM のBorel集合で, μM(A) ≥ κ}

とおく. ここでOr(A)はAの開 r近傍である. 閉 Riemann多様体の列 {Mn}∞n=1に
対する測度の集中現象は次のように漸近的に定義される.

定義 2.1 (Lévy族). 列 {Mn}∞n=1が Lévy族であるとは, 任意の r, κ > 0に対して
limn→∞ αMn(r;κ) = 0が成り立つときに言う. このことは κ = 1/2のときのみに調
べれば十分であることが簡単な考察でわかる, 即ち, {Mn}∞n=1が Lévy族であること
と limn→∞ αMn(r; 1/2) = 0が任意の r > 0について成り立つことは同値である.

Lévy族の例としては Euclid空間R
n+1の n次元単位球面の列 Sn(P. Lévy)等色々

知られている. Lévy族のある種の無限次元位相群に関する応用については [5]と [7]
を, 測度の集中現象については [11]を参照されたい.
閉 Riemann多様体M の Laplacianの固有値を重複度を込めて以下のように並べ
る: 0 = λ0(M) < λ1(M) ≤ λ2(M) ≤ · · · . Laplacianの第 1固有値 λ1(M)と測度集
中との関係についての最初の結果は次の定理である.

定理 2.2 (Gromov-V. Milman, [7]). M を閉Riemann多様体とする. このとき

αM(r; 1/2) ≤ exp(−
√

λ1(M)/3)

が任意の r > 0に対して成り立つ.

系 2.3 ([7]). {Mn}∞n=1を閉Riemann多様体の列とする. このとき λ1(Mn)が n → ∞
のとき無限大に発散するならば {Mn}∞n=1は Lévy族である.
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定理 2.2の不等式は次の定理によって良い不等式であることがわかる. 閉Riemann
多様体M に対して

DExp(M) := sup{D > 0 | αM(r; 1/2) ≤ exp(−Dr) for ∀r > 0}

とおく.

定理 2.4 (E. Milman, [9]). Mを非負Ricci曲率をもつ閉Riemann多様体とする. こ
のとき, (Mや次元や何にも寄らない) universalな定数C > 0が存在してDExp(M) ≤
C
√

λ1(M)が成り立つ.

更に強く E. Milmanは次の定理を示した.

定理 2.5 (E. Milman, [9, 10]). M を非負 Ricci曲率をもつ閉 Riemann多様体とす
る. このとき, (M や次元や何にも寄らない) universalな定数 C, κ0 > 0が存在して
αM(r; 1/2) ≤ κ0ならば, λ1(M) ≥ C/r2となる.

定理 2.2と合わせると次の系を得る.

系 2.6. {Mn}∞n=1を Ricci曲率が非負の閉 Riemann多様体の列とする. このとき次
の 2条件は同値となる.

(1) {Mn}∞n=1は Lévy族である.

(2) λ1(Mn)が n → ∞のとき無限大に発散する.
E.Milmanは上の 2つの定理をRiemann幾何と幾何学的測度論の結果 (非負Ricci

曲率の下での isoperimetric profileの凸性)を用いて示した. 定理 2.2は graphの場
合でも結果が知られているが, 定理 2.4, 2.5 の (然るべきRicci曲率の定義の下での)
graph版の定理は知られていない.

3 主結果
我々はMnの測度の集中現象とLaplaicanの第 k固有値 λk(Mn)の挙動との関係に
ついて研究した.

定理 3.1. kを自然数とし, 非負Ricci曲率を持つ閉Riemann多様体の列 {Mn}∞n=1の
直径が一様に有界とする. もし第 k固有値 λk(Mn)が n → ∞のときに無限大に発散
するならば, 列 {Mn}∞n=1は Lévy族である.

上の E. Milmanの結果 (定理 2.5)と合わせると次を得る.

系 3.2. 非負Ricci曲率を持つ閉Riemann多様体 {Mn}∞n=1の直径が一様に有界とす
る. このとき次の 3つの条件 (1), (2), (3)は互いに同値となる.

(1) {Mn}∞n=1は Lévy族.

(2) 全ての k ≥ 1に対して λk(Mn)が n → ∞のときに無限大に発散する.
(3) ある k ≥ 1に対して λk(Mn)が n → ∞のときに無限大に発散する.
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定理 3.1の直径の仮定について外せるかどうかについては現時点ではよくわからな
い (後述の命題 4.1を参照されたい). また定理 3.1はRicci曲率の下限を任意の実数
Kに代えても成立するが, その場合はKに応じた直径の上限を仮定する (詳しくは
[6]参照). 定理 3.1のMnの次元が一様に上から押さえられている場合は S. Y. Cheng
の固有値と次元による直径の評価 [1]からMnの直径が n → ∞のとき 0 に収束する
ことがわかり, このときは {Mn}∞n=1は明らかに Lévy族である. 定理 3.1で問題にな
るのはMnの次元がn → ∞のときに無限大に発散する場合である. 例えばEuclid空
間の n次元単位球面の列は系 3.2の条件 (1), (2), (3)全てを満たす. 定理 3.1の証明
では測度距離空間の間のGromovが定義した距離に関する収束について調べる ([8]).
我々は測度距離空間の列がその距離に関してある測度距離空間に収束するときに, そ
の測度距離空間は集中するという. その距離に関して 1点からなる空間に収束する
ことと Lévy族であることは同値となる.
定理 3.1の証明のために我々は次の 2つの定理を証明する.

定理 3.3. 閉Riemann多様体の列 {Mn}∞n=1の直径が一様に有界とする. もしある自
然数 kに対して λk(Mn)が n → ∞のときに無限大に発散するならば, {Mn}∞n=1 の部
分列が存在してその部分列は k点以下からなる測度距離空間に集中する.

定理3.3はGromovの本 [8]の演習問題に解答を与える. 証明にはChung-Grigor’yan-
Yau[2, 3]の結果を用いる. 極限の存在に直径の一様有界性を本質的に用いる. 直径
の条件がなければ定理 3.3は一般には成立しない.

定理 3.4. {Xn}∞n=1を無限次元 Brunn-Minkowski条件 BM(0,∞)を満たす直径が一
様に有界な測度距離空間の列とする. もしXnが compactな測度距離空間Xに集中
するならば極限空間Xは連結である.

無限次元のBrunn-Minkowkiの条件BM(0,∞)についての正確な定義はここではし
ないが, Euclid空間で知られていた Brunn-Minkowskiの不等式の次元不変版と思っ
ていただければ良い. 非負Ricci曲率をもつ完備Riemannian多様体はBM(0,∞)を
満たすことが知られている ([12]参照). 従って定理 3.1は定理 3.3, 3.4から導かれる.
直径の一様有界性や極限の compact性の仮定が必要であるかどうかについては現時
点ではよくわからない. BM(0,∞)を満たす測度距離空間は弧長空間である, 即ち,
任意の 2 点間の距離はそれらの点を結ぶ連続曲線の長さの下限と一致する. 弧長空
間は明らかに連結であることに注意する. (測度付)Gromov-Hausdorff収束の下での
極限空間は一般に弧長空間であることが知られている (Ricciの下限や直径の条件等
いらずに無条件に成り立つ). BM(0,∞)のようなある種のRicci曲率の下限を仮定し
ないと定理 3.4は成立しない, 即ち, その場合には極限が連結でないような例が構成
できる. XnがRicci曲率の一様な下限を持つ完備Riemann多様体の列で次元が一様
に上から押さえられている場合は, Xnがある測度距離空間Xに集中することと測度
付Gromov-Hausdorff収束に関して収束することは同値となることが知られている
([4]), 従ってこの場合は極限は弧長空間となることがわかる. 定理 3.4で問題となる
のはXnの次元が無限大に発散する場合である.

4 Laplacianの固有値の間の関係に関する考察
この章では定理 3.1の手法の応用として Laplacianの固有値の間の universalな不
等式について議論する. 系 3.2の (2)と (3)の同値性に着目すると次の命題が得ら
れる.
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命題 4.1. 定理 3.1が直径の仮定なしで成立するならば,以下の事が成立する. Mを非
負Ricci曲率をもつ閉Riemann多様体とする. このとき自然数kのみによるuniversal
な正定数Ck(次元やM 自身には依らない)が存在して,

λk(M) ≤ Ckλ1(M).

現時点では定理 3.1の証明を追うことにより次の評価を得ることしか至っていない.
定理 4.2. M をRicci曲率が非負の閉Riemann多様体とする. このときM の直径の
みに依存する universalな定数C > 0 (次元やM 自身には依らない)が存在して,

λ2(M) ≤ Cλ1(M){log(1 + λ1(M))}2.
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p-ディリクレ和有限関数と無限グラフの幾何

服部多恵
(金沢大学自然科学研究科，大阪市立大学数学研究所)

2010年８月７日

距離空間 (X, dX)から (Y, dY )への写像 φが κ-quasi monomorphismであるとは，次
の二条件を満たすこととする：(1) すべての x，y ∈ X に対して dY (φ(x), φ(y)) ≤
κ(dX(x, y) + 1) が成り立つ；(2) 任意の y ∈ Y に対して φ−1(B(y, 1))は κ個以下の
Xにおける半径 1の距離球で覆われる．(ここでB(y, 1)は Y における中心 y半径 1の
距離球とする．) ([1]参照)．次数有界な無限グラフや「有界幾何をもつ」完備連結非
コンパクトリーマン多様体において，擬等長写像 (quasi isometry)の不変的性質や不変
量について多くの研究成果がある．例えば，体積の増大度，容量 (capacity)，p-放物性
(p-parabolicity)などについて研究されている ([5]，[6]，[3]，[4]参照)．また，p-ディリ
クレ和有限な p-調和関数の全体も擬等長不変である ([2]参照)．quasi monomorphismと
擬等長の合成も quasi monomorphismであり，その存在・非存在も擬等長不変な性質で
ある．この講演では，p-ディリクレ和有限な p-調和関数の集合と quasi monomorphism

について最近得られた結果を紹介する．なお，本講演の内容は，加須栄篤氏 (金沢大学)

との共同研究に基づく．
以下必要な用語，記号を準備する．本講演を通して，グラフG = (V,E)とは有界次
数を持つ連結可算無限グラフとする．ここで，V は頂点の集合，Eは辺の集合である．
各辺の長さを１とすることによって，グラフには自然な距離が定まり，以後グラフを
距離空間と考える．指数 pは 1 < p < +∞とする．V 上の関数 f に対して

Dp(f) =
∑

{x,y}∈E
|f(y)− f(x)|p < +∞

を満たすとき f は p-ディリクレ和有限関数であるという．p-ディリクレ和有限関数の
全体をL1,p(G)とする．L1,p(G)はノルムDp(f)

1/p + |f(o)| に関するバナッハ空間であ
る．ここで，o ∈ V は固定点である．台が有限な V 上の関数全体の閉包をL1,p

0 (G)とお
く．すべての g ∈ L1,p

0 (G)に対して∑
x∈V

∑
y∈Vx

|h(y)− h(x)|p−2(h(y)− h(x))(g(y)− g(x)) = 0
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が成り立つような関数 h ∈ L1,p(G)を p-ディリクレ和有限な p-調和関数といい，その全
体をHL1,p(G)とおく．ここで，Vxは xと隣接する頂点全体の集合とする．
次の定理はこれからの議論の要である．

定理 1. グラフG1からグラフG2への κ−quasi monomorphism φ : G1 → G2が存在す
るならば，任意の f ∈ L1,p(G2)に対して，f ◦φ ∈ L1,p(G1) となり，Dp(f ◦φ) ≤ CDp(f)

が成り立つ．ただし C は p，κ，supv∈Vi
#(Vi)x (i = 1, 2)のみに依存して決まる正数

である．さらに g ∈ L1,p
0 (G2)に対して，g ◦ φ ∈ L1,p

0 (G1)が成り立つ．

さて，H
1,p
(G) = L1,p(G)/L1,p

0 (G)と定義する．このとき，HL1,p(G)の元が代表元と
してとれること (ロイデン分解)から，HL1,p(G)とH

1,p
(G)には全単射の対応がある．

つぎに H
1,p
(G)について二つの指標を導入する．1 ∈ L1,p

0 (G)であるときグラフ G

は p-放物型 (p-parabolic)であるという．これは dimH
1,p
(G) = 0，すなわち L1,p(G) =

L1,p
0 (G)と同値である (詳しくは [10]参照)．1 < p < q < +∞であるときp-放物型ならば

q-放物型であることより ind(G) := inf {p ; p-放物型 }(≤ +∞)と定義して，グラフGの
放物型指標という．これは擬等長不変である ([9]参照)．例えば，d次元ユークリッド空
間Rd (あるいはそれと擬等長な格子Zd)に対して ind(Rd) = dである ([9]，[7]参照)，さ
らに p < dならば dimH

1,p
(Rd) = 1，p ≥ dならば dimH

1,p
(Rd) = 0である．もう一つ

の指標として，p(G) := inf {p ; dimH
1,p
(G) > 1}(≤ +∞)と定義する ([8]参照)．これも

擬等長不変である．n次元双曲空間Hn(−1)(あるいはそれと擬等長なグラフGn(−1))
の場合，p(Hn(−1)) = n − 1であり，p ≤ n − 1に対して dimH

1,p
(Hn(−1)) = 1，

p > n− 1の場合は dimH
1,p
(Hn(−1)) = +∞である．

例 1. l個の自然数 d1 < d2 < · · · < dl−1 < dlをとる．各Zdi とZdi+1 を一つの辺で繋
げてできるグラフをGとする．このとき ind(G) = dlで，p < d1ならば dimH

1,p
(G) =

l，di ≤ p < di+1 ならば dimH
1,p
(G) = l − i (i = 1, 2, . . . , l − 1)，dl ≤ pならば

dimH
1,p
(G) = 0である．

例 2. d < n − 1とする．可算無限個のZdとGn(−1)をそれぞれ一辺で繋いでできる
グラフをGとする．ind(G) = +∞で，p < d, p > n − 1のとき dimH

1,p
(G) = +∞，

d ≤ p ≤ n− 1のとき dimH
1,p
(G) = 1である．

例 3. ZdとGn(−1)の直積グラフGについて，ind(G) = +∞で，すべての pについて
dimH

1,p
(G) = 1である．

定理１より次の事実が分かる．

定理 2. グラフG1からグラフG2へのquasi monomorphismが存在するならば，ind(G1) ≤
ind(G2)．

この定理より d次元ユークリッド空間Rdへの quasi monomorphismを持つグラフG

の放物型指標 ind(G) ≤ dであり，特に有限であることが分かる．
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n次元双曲空間Hn(−1)への quasi monomorphismが存在するグラフGに焦点を当
てる．

定理 3. GからHn(−1)への quasi monomorphismが存在し，n− 1 < ind(G)とする．
このとき，n− 1 < p < ind(G)を満たす指数 pに対して dimH

1,p
(G) = +∞．

ここでホロ球面Rn−1 →Hn(−1)は，quasi monomorphismであることに注意する．
また，ZdとGn(−1)の直積グラフ，あるいはRd ×Hn(−1)からユークリッド空間あ
るいは双曲空間形への quasi monomorphismは存在しないことになる．
最後に上の定理とBonk-Schrammの埋め込み定理からの帰結を述べる．

系 4. Gからグロモフの意味でのヴィジュアル双曲グラフへの quasi monomorphismが
存在するとする．このとき，ind(G) = +∞ならば p∗が存在して，任意の p∗ < pに対
して dimH

1,p
(G) = +∞である．
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非固有アファイン波面のガウス写像の除外値問題について

九州大学大学院数理学研究院 川上 裕∗ （Kawakami Yu）

概 要

In this talk, we give the best possible upper bound for the number of exceptional values
of the Lagrangian Gauss map of weakly complete improper affine fronts in the affine three-
space. Moreover, as an application of the result, we provide a new proof of the classification
of affine complete improper affine spheres. This is joint work with Daisuke Nakajo (Kyushu
university).

1 序

アファイン幾何学において，アファイン球面の性質を調べることは重要な研究課題の 1つであ
る．特に，非固有アファイン球面と呼ばれるクラスは，微分幾何の他の様々なテーマと結びつき
があり，その視点から非常に面白い結果が示されている．Mart́ınez [Ma] は，非固有アファイン球
面と 2次元複素空間C2への special Lagrangianはめ込みとの間の対応を発見し，これを用いて，
「非固有アファイン波面」と呼ばれる，ある種の特異点を許した曲面のクラスを定義した．このク
ラスは具体例が多く存在し，そのクラスにおける大域的性質が期待される．そこで，我々は論文
[KN]において，非固有アファイン波面が，梅原雅顕氏・山田光太郎氏 [UY] がによって定義された
「弱完備性」と呼ばれる完備性をみたすときの Lagrangian Gauss写像の値分布，特に除外値数の
評価を調べ，その最良の上限を与えることができた．また，このことを応用することで，Jörgen

[Jo], Calabi [Ca]によって示された，アファイン完備な非固有アファイン球面の一意性を示す結果
について，Gauss写像の値分布の視点からの比較的シンプルな証明を与えることができた．さら
に，この議論は 3次元双曲型空間の平坦波面にも応用することができ，完備な平坦曲面のときの
一意性定理 ([Sa], [VV]) の別証も与えることができた．ここでは以下，弱完備な非固有アファイ
ン波面のクラスで得られた結果について，基本事項を交えて紹介する．

2 準備

本節では，3次元アファイン空間R3内の非固有アファイン波面の定義とその性質を紹介する．
アファイン幾何学のことについては，文献 [LSZ], [NS]を参照した．

∗kawakami@math.kyushu-u.ac.jp, 〒 819-0395 福岡市西区元岡 744
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非固有アファイン波面は，Mart́ınez [Ma]による，非固有アファイン球面とC2への special La-

grangianはめ込みとの対応から，次のように定義される．

定義 2.1. なめらか写像 ψ : Σ → R3 = C×Rが非固有アファイン波面 (improper affine front) で
あるとは，

ψ =
(

x,−
∫
〈n, dx〉

)
(2.1)

と表せる special Lagrangianはめ込み Lψ = x +
√−1n : Σ → C2が存在するときをいう．

この写像が実際にR3内の波面（フロント）となることは [Na]，[UY]に示してある．非固有アファ
イン球面はこのクラスの特異点をもたない場合に対応する．ψの正則でない点は，ds2 := 〈dx, dx〉
の退化する点に対応している．この ds2をψの平坦基本形式という．ds2が退化しない点では，C2

からの Lψ による誘導計量 dτ2 := 〈dx, dx〉 + 〈dn, dn〉は ψのアファイン計量 g := −〈dx, dn〉と共
形的である ([Ma])．そこで，dτ2によって与えられる共形構造により Σに複素構造を入れ，Σを
Riemann面とみなす．C2の special Lagrangianはめ込みの性質より，正則（regular）な複素曲線
α : Σ → C2，α := (F, G)が存在し，このとき，非固有アファイン波面を構成する x, nはそれぞれ

x = G + F̄ , n = F̄ − G (2.2)

となる．また，複素数 ζ1, ζ2に対して，その内積を 〈ζ1, ζ2〉 := �(ζ1ζ̄2) とするとき，平坦基本形式
ds2，誘導計量 dτ2，アファイン計量 gはそれぞれ

ds2 = |dF + dG|2 = |dF |2 + |dG|2 + dGdF + dFdG

dτ2 = 2(|dF |2 + |dG|2) (2.3)

g = |dG|2 − |dF |2

となる．このとき，special Lagrangianはめ込みLψのGauss写像の非自明な部分として現れるΣ

上の有理型関数
ν :=

dF

dG

をψのLagrangian Gauss写像 (Lagrangian Gauss map)という．この写像の値分布とこのクラ
スの大域的性質との関係を調べることが今回の主題である．実は，非固有アファイン波面は (2.2)

を用いて構成することができる．以上のことをまとめると次のようになる．

事実 2.2 ([Ma]). ψ = (x, φ) : Σ → R3 = C × Rを非固有アファイン波面とする．このとき，正
則（regular）な複素曲線 α := (F, G) : Σ → C2が存在し，

ψ =
(

G + F̄ ,
|G|2 − |F |2

2
+ �

(
GF −

∫
FdG

))
(2.4)

となる．逆に，Riemann面Σと正則な複素曲線 α := (F, G)が与えられたとき，
∫

FdGが実周期
を持たなければ，(2.4)で与えられる ψがΣ上で定義される非固有アファイン波面となる．このと
き，ψの特異点は |dF | = |dG|，つまり |ν| = 1となる点に対応している．
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非固有アファイン波面の大域的性質を調べるため，ここでは dτ2が完備Riemann計量となると
きを考える．この完備性を弱完備 (weakly complete) 性 [UY] という．これは通常の意味での波面
の完備性の定義（[KUY], [Ma], [SUY]）より弱いものであるが，普遍被覆をとっても性質は保た
れるという利点がある．2次曲面論で現れる楕円放物面は，弱完備な非固有アファイン波面の例と
なる．実際，Σ = Cとし，(F, G) = (cz, z) (cは |c| �= 1となる定数)とおくと，(2.4) で構成する
ことができる．特に，その Lagrangian Gauss写像は定数写像となる．さらに，この例は特異点を
持たないので，実際には非固有アファイン球面のクラスに属する．

3 主結果

我々は弱完備な非固有アファイン波面の Lagrangian Gauss写像の値分布について調べ，以下に
述べる結果を得ることができた．まず，波面の端（エンド）の状況と dτ2に関するGauss-Bonnet

型の定理を用いることで，Lagrangian Gauss写像が定数写像の場合の非固有アファイン波面の特
徴付けを得ることができた．

命題 3.1 ([KN]). Lagrangian Gauss写像が定数写像となる弱完備な非固有アファイン波面は楕円
放物面である．

次に，弱完備な非固有アファイン波面の Lagrangian Gauss写像の像の補集合の元の数，つまり
除外値数について，藤本坦孝氏によって得られたR3の極小曲面のGauss写像の除外値数の議論
（[Fu1], [Fu2]）をこのクラスの状況に合わせ精密化することで，最良の上限を与えることができた．

定理 3.2 ([KN]). ψ : Σ → R3を弱完備な非固有アファイン波面とし，ν : Σ → C ∪ {∞}をその
Lagrangian Gauss写像とする．もし νが定数写像でなければ，νの除外値数は高々3である．

この評価は最良である．実際，2つの異なる点 a1, a2 ∈ Cに対して，Σを C\{a1, a2}とし，
Lagrangian Gauss写像 νと正則 1次微分形式 dGを

(ν, dG) =
(

z,
dz∏

j(z − aj)

)
とする．このとき，Weierstrass data (F, G)は Σ上で well-definedではないので，Σの普遍被覆
面上で定義する．このように得られた非固有アファイン波面は弱完備であり，かつ ν の除外値は
a1, a2, ∞の 3点である．
この結果の応用として，アファイン完備な非固有アファイン球面の一意性定理の見通しのよい

証明を与えることができる．

系 3.3 ([Jo], [Ca], [KN]). アファイン完備な非固有アファイン球面は楕円放物面である．
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証明. 非固有アファイン球面は特異点を持たないことより，ν の除外値集合は {|ν| = 1}を含む．
よって，必要ならば，dF と dGを入れ替えることで，|ν| < 1，つまり |dF | < |dG|が成り立つ．
一方，アファイン計量 g = |dG|2 − |dF |2と dτ2について

g = |dG|2 − |dF |2 < 2(|dF |2 + |dG|2) = dτ2

が成り立つので，gが完備，つまり任意の発散路で長さが無限大となるとき，dτ2も完備となる．
故に弱完備性をみたすことになり，定理 3.2から νは定数写像となり，命題 3.1からそれは楕円放
物面である．
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449–457.

[SUY] K. Saji, M. Umehara and K. Yamada, The geometry of fronts, Ann. of Math., 169 (2009),

491–529.

[UY] M. Umehara and K. Yamada, Applications of a complete lemma in minimal surface theory

to various classes of surfaces, preprint, arXiv:0909.1128.

[VV] Y. A. Volkov and S. M. Vladimirova, Isometric immersions of the Euclidean plane in
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周期的極小曲面の諸性質について

庄田　敏宏
佐賀大学　文化教育学部

f : M −→ Rnを曲面M からの固有で n方向に周期的な極小はめ込み
とすると，f は種数 γのコンパクト曲面Mγ から適当な平坦トーラスへの
極小はめ込み f : Mγ −→ Rn/Λ を与える．周期的な極小曲面は界面活性
剤の膜などに登場し，自然現象とも密接に関係しているもので，数学以外
にも分子化学などへの応用もなされている研究対象である．

等温座標系によりMγ にはRiemann面の構造が入る．共形構造を入れ
た極小はめ込みのことを共形極小はめ込みという．極小曲面は以下の表現
公式に見られる通り，正則微分の線積分で与えられる：

Theorem 1 (Weierstrassの表現公式).
f : Mγ −→ Rn/Λをコンパクト曲面の共形極小はめ込みとすると，平

行移動は無視して，f は次のように表される：

f(p) = �
∫ p

p0

(ω1, ω2, . . . , ωn)T mod Λ,

ここで，p0はMγ の定点，T は転置行列を意味し，ω1, ω2, . . . , ωnは以
下の三つの条件をみたすようなMγ 上の正則微分である：

{ω1, ω2, . . . , ωn}は共通零点をもたない,(1)
n∑

i=1

ω2
i = 0 ,(2) {

�
∫

γ
(ω1, ω2, . . . , ωn)T | γ ∈ H1(Mγ ,Z)

}
はΛの部分格子となる.(3)

一方，正の種数をもつコンパクトRiemann面は Jacobi多様体といわれ
る複素トーラスに正則に埋め込まれる．特に，正の種数をもつコンパクト
Riemann面は複素トーラスへ極小に埋め込まれる：
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Theorem 2 (Abel-Jacobiの埋め込み定理).
Mγを正の種数 γをもつコンパクトRiemann面とし，{ω1, ω2, · · · , ωγ}

をMγ上の正則微分全体の空間の基底とする．今，Λを以下の周期行列と
する：

Λ =
{∫

γ
(ω1, ω2, · · · , ωγ)T | γ ∈ H1(Mγ , Z)

}
,

さらに，Mγ の jacobi多様体を Jac(Mγ)(= Cγ/Λ)で表す．このとき，以
下の jは正則埋め込みになる：

j :Mγ −→ Jac(Mγ)

p �−→
∫ p

p0

(ω1, ω2, · · · , ωγ)T .

Theorem 2内の jはAbel-Jacobi写像といわれ，以下の普遍性をもつ：

Theorem 3 (Abel-Jacobi写像の普遍性).
f : Mγ −→ Rn/ΛをコンパクトRiemann面からの共形極小はめ込みと

する．適当な平行移動で f(p0) = 0としておく．このとき，Jac(Mγ)から
Rn/Λへの (実)準同型写像 hで f = h ◦ j をみたすようなものが存在す
る：

�Mγ Rn/Λ

Jac(Mγ)
�

�

j ∃h

f

�

Torelliの定理や Schottoky問題などに見られるように，Abel-Jacobi写
像は代数曲線論において重要な役割を果たすことから，Theorem 3を加
味すると，極小曲面の研究には代数曲線論や変形理論を始めとした様々な
理論がリンクすることが判る．本講演ではこうした周期的な極小曲面論の
最新の研究成果を紹介したい．

参考文献
[E] N. Ejiri, A generating function of a complex Lagrangian cone in

Hn, preprint.

[ES] N. Ejiri and T. Shoda, in preparation.
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コンパクト対称空間上のデザイン∗

栗原 大武†

東北大学大学院理学研究科数学専攻

概要

1977年に Delsarte-Goethals-Seidelが球面デザインの定義を与えてから，球面上でのコード（距離集合）
やデザインについて多くの研究がなされてきた．コードとデザインは組合せ論の重要な研究内容であり，相
互に影響しながら発展してきた．本講演では，まずこの球面上のコードとデザインの理論を紹介する．ここ
ではコードとデザインの性質を示しながら，この二つの概念は双対な関係にあることを紹介する．そして次
に球面上の状況になぞらえてコンパクト対称空間上のデザインについて述べていく．

1 s-距離集合
Sd−1 = {(x1, x2, . . . , xd) ∈ Rd |x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

d = 1}を Rd 内の d次元の単位球面とする．また Rd には
標準的な内積 ( , ) が入っているとする．Rd 上の多項式全体の作るベクトル空間を P(Rd) = R[x1, x2, . . . , xd]

とする．非負整数 lに対して l次の斉次多項式全体の作るベクトル空間を

Homl(R
d) =

{
f ∈ P(Rd)

∣∣∣ f(x1, x2, . . . , xd) =
∑

λ1+···+λd=l
λ1≥0,...,λd≥0

aλ1,...,λd
xλ1
1 · · ·xλd

d

}

(aλ1,...,λd
∈ R)と表す．ラプラス微分作用素Δ = ( ∂

∂x1
)2 + · · ·+ ( ∂

∂xd
)2 に対してΔf = 0を満たす多項式を調

和多項式と呼び，l次の斉次調和多項式全体の作るベクトル空間を Harml(R
d) = {f ∈ Homl(R

d) |Δf = 0}と
する．また Rd上の関数の定義域を Sd−1に制限する写像を ρで表すことにする．Homl(R

d)とHarml(R
d)の ρ

による像をそれぞれ Homl(S
d−1)と Harml(S

d−1)で表す．このとき dimR Harml(S
d−1) =

(
d+l−1

l

)− (
d+l−3
l−2

)
であることが知られている．Sd−1 上の 2乗可積分関数空間 L2(Sd−1) = {f | ∫

Sd−1 |f(x)|2dμ(x) <∞}は内積
〈f, g〉 = 1

|Sd−1|
∫
Sd−1 f(x)g(x)dμ(x)に関して

L2(Sd−1) =
⊕
l≥0

Harml(S
d−1)

と直和分解される．さらに Hom0(S
d−1)+ · · ·+Homt(S

d−1) =
⊕t

l=0 Harml(S
d−1) が成り立つ．Pt(S

d−1) =⊕t
l=0 Harml(S

d−1)とする．
X ⊂ Sd−1 を空でない有限集合とする．このとき X に対して A(X) = {(x, y) |x, y ∈ X, x �= y} とする．

|A(X)| = sであるような有限集合 X を s-距離集合という．

例 1.1. (1) S2 上の正 20 面体の 12 点からなる頂点集合 (を正規化したもの)X1 の内積の集合は A(X1) =

{−1,± 1√
5
}であるので，X1 は 3-距離集合である．

(2) S7 上の E8 格子の原点からの距離が
√
2 の点全体からなる集合 (を正規化したもの)X2 の内積の集合は

A(X2) = {−1,± 1
2 , 0}であるので，X2 は 4-距離集合である．またこの集合は 240点からなる．

∗ 第 57回幾何学シンポジウム（2010年 8月 6日～9日，神戸大学）講演予稿．
† E-mail : sa9d05@math.tohoku.ac.jp
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内積の取る値を s個として固定して有限集合の点の個数を増やしていけば，s-距離集合という性質を保つのが
難しくなることは想像に難くない．実際球面デザインには Fisher型の上界というものが知られていている．こ
の上界は調和多項式空間の次元と非常に密接な関係がある．証明を含め詳しくは [坂内-坂内, DGS77]などを参
考にしていただきたい．

定理 1.2 (Fisher型の下界). X を Sd−1 上の球面 s-距離集合とする．このとき

|X| ≤
(
d+ s− 1

s

)
+

(
d+ s− 2

s− 1

)
が成り立つ．更に X が対極的（x ∈ X ならば −x ∈ X）であれば上の上界より良い上界

|X| ≤ 2

(
d+ s− 2

s− 1

)
が存在する．

2 球面デザイン
球面デザインの概念は 1977年に Delsarte-Goethals-Seidel [DGS77]によって導入された．

定義 2.1 (球面デザイン). X ⊂ Sd−1 を空でない有限集合とし，tを正の整数とする．このとき X が球面 tデ
ザイン(spherical t-design)であるとは任意の f ∈ Pt(S

d−1)に対して，等式

1

|Sd−1|
∫
Sd−1

f(ξ) dξ =
1

|X|
∑
ξ∈X

f(ξ)

が成り立つときにいう．

言い換えると，有限集合 X ⊂ Sd−1 が球面 tデザインとなるのは t次以下の任意の多項式に対して球面での
積分値の平均と X 上での値の平均が一致するときである．

例 2.2. (1) S2 上の正 20面体の 12点からなる頂点集合 (を正規化したもの)は 5デザインである．
(2) S7 上の E8 格子の原点からの距離が

√
2の点全体からなる集合 (を正規化したもの)は 7デザインである．

またこの集合は 240点からなる．

球面デザインは実用上でも重要な概念であり，組合せ論の立場からだけでなく解析学の立場などからも研究さ
れている．解析学では球面デザインは求積公式 (cubature formula)の特殊な条件*1として知られている．本稿
ではこのことについては詳しくは触れない．以下に球面デザインが実用されている例を一つ挙げておく．

例 2.3 (気象学). 今，我々が住んでいる地球を S2 と見做す．f : S2 → Rを地球上の各点での気温を表す関数
とする．ここで地球の平均気温を正確に求めたいとき，本来ならば地球上至るところに観測所を設けて気温を観
測しなければならない．一方 f が高々 t次までの多項式で表せると仮定すると観測所を tデザインの性質を持
つような配置にすれば，少ない数の観測所で地球の平均気温を算出できる．

球面デザインは積分平均の意味で球面全体を近似するものであるから，ある程度点の個数がないと近似できな
いように思われる．実際球面デザインには Fisher型の下界というものが知られていている．この下界は調和多

*1 求積公式は領域全体上での値の平均と有限集合上での値の平均の差がある程度小さければよいという近似で扱われることが多い．ま
たこれらの誤差が全くない場合を扱うにせよ，有限集合は多重集合であったり，もっと一般的に各点に重みをつけたものが考えられ
ているようである．しかし組合せ論の立場から見れば条件の強い (誤差，重みなし)集合の方が面白いという信念で研究されている．
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項式空間の次元と非常に密接な関係がある．証明を含め詳しくは [坂内-坂内, DGS77]などを参考にしていただ
きたい．

定理 2.4 (Fisher型の下界). X を Sd−1 上の球面 tデザインとする．このとき

|X| ≥
{(

d+t/2−1
t/2

)
+
(
d+t/2−2
t/2−1

)
tが偶数のとき

2
(
d+(t−1)/2−1

(t−1)/2

)
tが奇数のとき

が成り立つ．更に等号成立しているとき，X を堅い(tight)球面 tデザインという．

ここで t-デザインの下界は s-距離集合の上界と類似しているように思われる．これは偶然の一致ではなく以
下の事実から従う．

定理 2.5. X を Sd−1 上の s-距離集合かつ t-デザインとする．このとき

(1) t ≤ 2s が成り立つ．更に t = 2sのとき，またその時に限り X は堅い 2s-デザインなる．
(2) X が対極的であるとする．このとき t ≤ 2s− 1 が成り立つ．更に t = 2s− 1のとき，またその時に限り

X は堅い (2s− 1)-デザインなる．

例 2.6. 現在知られている堅いデザインの例

d = 2 (∀t ≥ 2) · · · regular (t+ 1)-gon

t = 1 (∀d ≥ 2) · · · an antipodal set (2 points in Sd−1)

t = 2 (∀d ≥ 2) · · · the regular simplex (d+ 1 points in Sd−1)

t = 3 (∀d ≥ 2) · · · the regular closs polytope (2d points in Sd−1)

t = 4 · · · embeded of the schläfli graph in R6 (27 points in S5), embeded of the McLaughlin graph in R22

(275 points in S21)

t = 5 · · · the icosahedron (12 points in S2), an equiangular line set in R7 (56 points in S6), an equiangular

line set in R23 (552 points in S22)

t = 7 · · · the minimal vectors of the E8 lattice (240 points in S7), 4600 points in S22

t = 11 · · · the minimal vectors of the Leech lattice (196560 points in S23)

例 2.6より d = 2のときはどんな tに対しても堅い tデザインがあることがわかる．d ≥ 3では t = 1, 2, 3の
場合を除くと堅いデザインの例は 8個だけである．実は上に挙げた堅いデザインの例以外には“殆ど”存在しな
いことが以下の定理からわかる．

定理 2.7 (cf [BD79, BD80]). d ≥ 3とする．

(1) t = 2e, e ≥ 3とする．このとき，球面 Sd−1 上に堅い tデザインは存在しない．更に次のことが成り立つ．
(1) e = 1 (t = 2)のとき Sd−1 上の堅い tデザインは d次元 regular simplexに限る．
(2) e = 2 (t = 4)のとき Sd−1 上に堅い tデザインが存在するならば d = (奇数)2 − 4である．

(3) Sd−1 において，堅い t = (2e + 1)デザインが存在するならば，e ≤ 3または e = 5のいずれかが成り立
つ．更に次のことが成り立つ．
(1) e = 1 (t = 3)のとき Sd−1 上の堅い tデザインは d次元 regular closs polytopeに限る．
(2) e = 2 (t = 5)のとき Sd−1 上に堅い tデザインが存在するならば d = 2の正 20面体の頂点集合 (12

点)または d = (奇数)2 − 3である．
(3) e = 3 (t = 7)のとき Sd−1 上に堅い tデザインが存在するならば d = 3(自然数)2 − 5である．
(4) e = 5 (t = 11)のとき堅いデザインは S23 上の Leech格子の原点からの距離が 2の点全体からなる
集合 (196560個)に限る．
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定理 2.7の条件はあるものの，t = 4, 5, 7の場合はまだ堅いデザインの分類が完全に終わっていない．残りの
場合の存在・非存在を決定することは重要な未解決問題である．

3 コンパクト対称空間上のデザイン
球面上の t-デザインは球面上の関数空間のあるクラス（t 次以下の調和多項式空間）に対して決まるもので
あった．これを一般のコンパクト対称空間上に定義する場合にも，対称空間上の L2-関数空間を既約表現分解
し，その中の部分的なクラスに対して定義するのがよいと思われる．ランクが 1のコンパクト対称空間に関し
ては Bannai-Hoggar [BH85]によって研究されてきた．このランク 1のコンパクト対称空間は 2点等質空間か
つ L2-関数空間を既約表現分解するとこれらの既約表現達は自然な線形順序を持つので，球面の場合とほぼ同様
に距離集合やデザインが定義出来る．更に堅いデザインの分類もかなり進んでいる．
ランクがm（m ≥ 2）のコンパクト対称空間に関しては球面上の場合と同様に Fisher型の不等式を得ようと
すると既約表現達をうまく集めないといけない．この予稿では複素 Grassmann空間を例にとり，その類似性を
見ていく．
Gm,n を複素数体 C 上の n 次元ベクトル空間の中の m 次元部分空間達からなる集合とする．この Gm,n を
複素 Grassmann 空間という．Gm,n にはユニタリ群 U(n) が自然に作用していて，a ∈ Gm,n の固定部分群は
U(m)×U(n−m)と同型である．したがって Gm,n は等質空間として U(n)/(U(m)×U(n−m))と表すことが
出来る．a, b ∈ Gm,n に対して principal anglesというm個の実数の組 y(a, b) = (y1, y2, . . . , ym) が次のよう
にして決まる：cos θ1 = max{(a1, b1) | a1 ∈ a, b1 ∈ b}，cos θ2 = max{(a2, b2) | a2 ∈ a∩〈a1〉⊥, b2 ∈ b∩〈b1〉⊥}，
cos θ3 = max{(a3, b3) | a3 ∈ a ∩ 〈a1, a2〉⊥, b3 ∈ b ∩ 〈b1, b2〉⊥}のようにして cos θm まで求め yi = cos2 θi とす
る．Gm,n × Gm,n の U(n)-作用による軌道分解したとき a1, b1 と a2, b2 が同じ軌道にあるための必要十分条件
はこれらの principal angles y(a1, b1)と y(a2, b2)が一致することである．
m変数 Y1, . . . , Ym の対称式から生成される環を C[Y1, . . . , Ym]Sm であらわす．このとき C[Y1, . . . , Ym]Sm

は Gm,n × Gm,n 上の U(n)-不変な関数達の集合と同型である．
非負整数の組 μ = (μ1, μ2, . . .) で μ1 ≥ μ2 ≥ · · · を満たすものを partition という．partition μ に対し
て len(μ) = |{i |μi �= 0}|，|μ| = ∑

i≥1 μi とする．ここで U(n) の既約表現達は partition で添え字付けられ
ていて，特に L2(Gm,n) の既約表現分解を

⊕
μ Hμ(Gm,n) と表すことにすると partition μ は len(μ) ≤ m で

あるもの全体を動く．このとき L2(Gm,n) には内積 〈f, g〉 = ∫
Gm,n

f(a)g(a)da が与えられている．各既約表現
Hμ(Gm,n)に対して Gm,n × Gm,n 上の関数 Zμ(·, ·)で principal anglesにしか依らず，更に

〈Zμ(a, ·), f〉 = f(a) for all a ∈ Gm,n, f ∈ Hμ(Gm,n)

を満たすものが一意に定まる．このとき Zμ(a, ·) ∈ Hμ(Gm,n)であり，Zμ を Hμ(Gm,n)の帯球関数という．

Ht(Gm,n) =
⊕

μ : partition
len(μ)≤m

|μ|≤t

Hμ(Gm,n)

とする．

定義 3.1. X を Gm,n の空でない有限集合とする．

(1) F ∈ C[Y1, . . . , Ym]Sm を F (1, 1, . . . , 1) �= 0であるものとする．このとき X の中の異なる 2点 a, bに対
して F (y(a, b)) = 0 がなりたつとき X を F -コードであるという．

(2) 任意の f ∈ Ht(Gm,n)に対して，等式∫
Gm,n

f(a) dμ(a) =
1

|X|
∑
a∈X

f(a)
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が成り立つときに X を tデザインであるという．

このようにして Gm,n 上にコードとデザインを考えることが出来る．このとき球面の場合と同様に以下の定理
で述べるようなコードとデザインの Fisher型の不等式が証明されている．

定理 3.2 (cf. [Roy09]). F ∈ C[Y1, . . . , Ym]Sm を F (1, 1, . . . , 1) �= 0かつ degF = sであるものとする．X を
Gm,n の F -コードとすると

|X| ≤ dimC Hs(Gm,n)

が成り立つ．

定理 3.3 (cf. [Roy09]). X を Gm,n の 2e-デザインとすると

|X| ≥ dimC He(Gm,n)

が成り立つ．

球面の場合と同様に定理 3.3の不等式の等号を満たすようなデザインを堅いデザインという．この堅いデザイ
ンに関して得られた結果を以下で与える．

定理 3.4. X を Gm,n 上の F -コードかつ t-デザインとする．ただし degF = sとする．

(1) このとき t ≤ 2s が成り立つ．更に t = 2sのとき，またその時に限り X は堅い 2s-デザインなる．
(2) この堅い 2s-デザインに付随する F は F =

∑
μ : partition
len(μ)≤m

|μ|≤s

Zμ となる．

上記の結果は球面の堅いデザインを分類する際に使われてきた結果の類似である．詳しく言うと堅いデザイ
ンという条件があるとその有限集合の内積の値が上の結果から決まる．しかし Gm,n の場合は球面の場合と違っ
てこの結果からだけでは principal anglesの値が決定されない．今後はこの問題を解決して堅いデザインを完全
に分類することが重要な課題になる．
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On a vector partition function with
negative weights

高倉 樹（中央大学・理工学部）

1 序
ケーラー商として得られる空間のよいクラスとして、重複度多様体 (multiplicity
variety) や多重ウェイト多様体 (multiple weight variety) と呼ばれる空間族が知
られている。すなわち、G をコンパクト・リー群、O1, . . . ,On を G の余随伴軌
道とするとき、

(O1 × · · · × On) //G, (O1 × · · · × On) //H, (O1 × · · · × On) //T

の形で与えられる空間たちである。ここで、H は G の閉部分群、T は G の極大
トーラスである。これらの空間のトポロジー・幾何・大域解析は非常に興味深い。
特に、リーマン・ロッホの定理に関わる特性数やコホモロジー交叉積を系統的に考
えると、以下に述べるような、負のウェイトをもつ vector partition fuction やそ
の漸近挙動から定まる volume function の考察に自然に導かれる（[3], [4] 参照）。
一方、vector partition function や volume fuction 自体は、多方面からの動

機に基づき様々な研究がなされており、その歴史は長い。（ただし、概ねにおい
て、ウェイトを陽には持ち出さないか、それらがすべて正の場合のみが扱われて
いる。）実際、これらは凸体内の格子点の個数および凸体の体積の特別な場合に
なっている。そして、定義が比較的単純であるにもかかわらず、具体的な計算は
難しいという特徴を持つ。
今回の考察の目標は、上記の空間のトポロジーや幾何への応用を念頭に置き

つつ、ウェイトが負の場合も含めて vector patrition fuction, volume function の
明示公式を得ることにある。その際、Gel’fand-Kapranov-Zelevinsky (GKZ) 超幾
何関数論の応用 [5] や、Brion-Vergne の公式 [1] が重要な役割を果たす。

2 Vector partition function と付随する volume

function

α1, . . . , αN ∈ R
l を固定する。ただし、これらはある半空間に属すものと仮定す

る。Q =
∑N

i=1 Zαi, Q+ =
∑N

i=1 Z≥0αi と記す。
v ∈ Q+ に対し、α1, . . . , αN の Z≥0 係数１次結合として v を表す方法の数を

P (v) とする。すなわち

P (v) := �{(x1, . . . , xN) ∈ (Z≥0)
N |x1α1 + · · ·+ xNαN = v}
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と定める。関数 P : Q+ → Z0 を vector partition function (ベクトル分配関数ま
たはベクトル分割関数) とよぶ。P の母関数は次で与えられる。∑

v

P (v)ev =
1∏N

i=1(1− eαi)

= (1 + eα1 + e2α1 + · · · ) · · · · · (1 + eαN + e2αN + · · · ).
ただし、v ∈ Q+ に対し形式的なべき ev を考え、積を ev1ev2 = ev1+v2 で定める。
また k ∈ Z>0 とし、P (k · v) の k → ∞ における漸近的な挙動に着目して、

V (v) := k の準多項式 P (k · v) の最高次の係数
と定め、asymptotic vector partition function あるいは volume function と呼ぶ。
実際それは、凸体

{(x1, . . . , xN) ∈ (R≥0)
N |x1α1 + · · ·+ xNαN = v}

の（然るべく正規化された測度に関する）体積に一致する。なお、P (v) はこの
凸体の格子点の数に他ならない。
さて、上記において実は α1, . . . , αN の中に同じものがあってもよい。そこで

少し設定を変えて、はじめから α1, . . . , αN がそれぞれ m1, . . . , mN 個あると仮定
する。mi たちをウェイトとよぶ。このとき、

P (v) = mi 個の αi たちの Z≥0 係数１次結合として v を表す方法の数 (1.1)

であり、母関数は ∑
v

P (v)ev =
1∏N

i=1(1− eαi)mi

(1.2)

である。V (v) の定義も上と同様である。
さらに、m1, . . . , mN の中に 0 以下のものがあるときも、式 (1.2) は意味をも

つ。（一方、(1.1)は意味不明となる。）以下では、この場合も含めて考える。
問題 2.1. • ウエイト m1, . . . , mN の中に負のものがあるときも含めて、P (v)

および V (v) を計算する手続きや公式を求めよ。特に、V (v) に対する「良
い」明示的公式を求めよ。

• Gel’fand-Kapranov-Zelevinsky (GKZ)超幾何関数論やその他の手法（Jeffrey-
Kirwan の留数公式や Brion-Vergne の公式など）を用いて、この問題にア
プローチせよ。

3 GKZ 理論からのアプローチ
以下では、α1, . . . , αl は R

l の基底であり、αi ∈ Z≥0α1 + · · · + Z≥0αl (i = l +
1, . . . , N) と仮定する。l × (N − l) 行列 R を

(αl+1, . . . , αN) = (α1, . . . , αl)R

で定義する。さらに、i = 1, . . . , l に対し、R の第 i 行を Ri とする。このとき、

j1α1 + · · ·+ jNαN = v ⇐⇒ ji = −Ri
t(jl+1, . . . , jN) + pi (i = 1, . . . , l)

である。
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定理 3.1. p1, . . . , pl を generic な正整数とし、m1 + · · · +mN − l > 0 と仮定す
る。m1, . . . , ml がすべて正のとき、次が成り立つ。

V (p1α1 + · · ·+ plαl)

=

∫
D

(p1 − R1
t(tl+1, . . . , tN))

m1−1

(m1 − 1)! · · · (pl − Rl
t(tl+1, . . . , tN))

ml−1

(ml − 1)!
× (tl+1)

ml+1−1

(ml+1 − 1)! · · ·
(tN)

mN−1

(mN − 1)!dtl+1 · · · dtN

ただし、D は不等式

tl+1 ≥ 0, . . . , tN ≥ 0, R1
t(tl+1, . . . , tN) ≤ p1, . . . , Rl

t(tl+1, . . . , tN) ≤ pl

をみたす (tl+1, . . . , tN) ∈ R
N−l 全体からなる凸多面体とする。また、m < 0 の

とき

tm−1

(m − 1)! := δ
(m)
t=0 =「t = 0 に台をもつデルタ関数の m 階導関数」

と定める。

この積分は、GKZ超幾何関数の Euler型積分表示の特別な場合とみなせる。
したがって、

系 3.2. 上記の定理の仮定の下、Volume function with weights の値は、GKZ超
幾何関数の特殊値として表される。

なお、一般の場合、すなわち m1, . . . , ml の中に非正のものがある場合にも、
まったく同じ結論が成り立つと予想している。さらに、GKZ超幾何関数論を用
いて（あるいは発展させて）上記の積分を具体的に計算することができると期待
している。§5で、A2 型の場合の例を与える。

4 別のアプローチ
前節とは別のアプローチの一つとして、Brion-Vergneの公式 [1]がある。それは、
Jeffrey-Kirwan の留数公式 [2] を vector partition function や volume function に
対する明示公式として定式化し直したものである。volume function に対しては、

V (p1α1 + · · ·+ plαl) = p1, . . . , pl と見かけ上のパラメータ y1, . . . , yN の有理式

という等式になる。右辺は p1, . . . , pl の多項式であり、実際には y1, . . . , yN によ
らない。次節で A2 型の場合の例を紹介するが、そのときには、負のウェイトが
ある場合も含めて正しい。現時点では、この公式とGKZ超幾何関数論との関連
は（少なくとも筆者には）不明であるが、非常に興味深い問題である。

5 例：A2 型のとき
R

2 の３つのベクトル α1, α2, α3 = α1 + α2 のウェイトをそれぞれ m1,m2,m3 と
する。v = p1α1 + p2α2 ∈ Q+ について、p1 > p2 > 0 と仮定し、volume function
V (p1α1 + p2α2) の計算例を２種類与える。まず、定理 3.1を用いると次を得る。
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定理 5.1.

V (p1α1 + p2α2)

=

∫ p2

0

(p1 − t)m1−1

(m1 − 1)!
(p2 − t)m2−1

(m2 − 1)!
tm3−1

(m2 − 1)!

=

m1−1∑
i=0

(m2 + i − 1)!
(m2 − 1)!(m1 − i − 1)!i!(m2 +m3 + i − 1)!(p1 − p2)

m1−1−ipm2+m3+i−1
2

m1,m2,m3 の中に負のものがある場合にも、多項式としての最終的な表示は正
しい。

§1で述べた multiplicity variety のトポロジーへの応用については、[3] を参
照のこと。次に、Brion-Vergne の公式の精密化として次を得る。
定理 5.2. M = m1 +m2 +m3 とおく。

V (p1α1 + p2α2)

=
1

(M − 2)!
{

1

(m1 − 1)!(m2 − 1)!
∂m1−1

∂ym1−1
1

∂m2−1

∂ym2−1
2

(
(p1y1 + p2y2)

M−2

(−y3 + y1 + y2)m3

)
+

1

(m1 − 1)!(m3 − 1)!
∂m1−1

∂ym1−1
1

∂m3−1

∂ym3−1
2

(
((p1 − p2)y1 + p2y3)

M−2

(−y2 − y1 + y3)m2

)}
なお、上式は m1,m2,m3 の中に非正のものがあっても正しい。ただしm < 0 の
ときは 1

(m − 1)!
∂m−1

∂ym−1
= 0 と定める。

また、{α1, . . . , α4} がB2 型のルート系ときにも、それぞれ同様の公式が存在
する。さらに、A2, B2 型に限らず、一般の場合にも同様の公式が存在すると予想
される。これらの性質がより明確になれば、multiplicity varietyや weight variety
のトポロジーへの応用が豊富に得られると期待される。
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葉層多様体における
横断的Calabi-Yau構造のモジュライ空間

　森山 貴之（京都大学数理解析研究所）

1 序
多様体M上において接束TMの部分束F ⊂ TMが完全積分可能の時、Mの各
点を通る積分多様体が存在し、この部分多様体を葉と言い、その族が葉層構造F
であった。横断的幾何構造とは各葉に対して横断的な方向の幾何構造の事である。
よって、横断的幾何構造とはその葉の空間（多様体を同じ葉の点は同一視するとい
う同値関係で割った商空間）上の幾何構造と考える事が出来る。しかし、一般にこ
の葉空間は大変複雑な空間であり、ハウスドルフでない場合もある。横断的幾何
構造の正確な定義は多様体の局所座標の横断的な方向の貼り合わせにより定義で
きる。しかし、ここではテンソルによる特徴付けを採用する。つまり、完全積分可
能な分布 F ⊂ TM に対し、横断的な幾何構造とは商束Q = TM/F（から作られ
る束）へのベーシック（各葉に沿って一定）な切断で、ある可積分性を持つものと
して捉える。例えば横断的正則構造とは商束Qの複素構造 J ∈ Γ(End(Q))でベー
シックなもの（で拡張されたナイエンハウステンソルが消えているもの）により与
えられる。更にこの Jと両立するような、商束Qの symplectic構造ω ∈ Γ(∧2Q∗)
でベーシックな閉微分形式になるものが横断的ケーラー構造を定める。ここでの
可積分性は「d-閉性」である。
さて、横断的正則構造を持つ葉層構造の変形は小平・スペンサーによる多重葉
層構造の変形理論 [6]を基に数多くの研究がなされてきた [1] [4] [3]。一方、幾何
構造を微分形式で捉え変形を考えるという後藤の変形理論を基に横断的な幾何構
造をベーシックな微分形式として捉え、変形理論を考える事が出来る。そして、
いくつかの横断的な幾何構造の変形空間の非障害性や一般化されたモーザーの安
定性定理が示せる [7]。本講演では横断的カラビ・ヤウ構造に焦点を当て、その変
形空間をある同値類で割った空間（モジュライ空間）の構造についての研究結果
を紹介する。

2 横断的Calabi-Yau構造
多様体Mを (2n + �)次元、葉層構造Fを定めるベクトル束F ⊂ TMをランク

�とする。葉層多様体 (M,F)上の p次微分形式 φ ∈ ∧pが

i(v)ω = 0, Lvω = 0, ∀v ∈ Γ(F )

を満たす時、φはベーシックであるという。初めの条件から φは ∧pQ∗の切断に
なり、２つ目の条件は葉に添って一定である事を意味する。
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葉層多様体 (M,F)上の実 2次微分形式 ω ∈ ∧2が ωn �= 0を満たす閉ベーシッ
ク形式であるときに横断的 symplectic構造という。また、複素 n次微分形式
Ω ∈ ∧n ⊗ Cが以下を満たす閉ベーシック形式 Ωであるときに横断的 SLn(C)構
造であるという：

Q ⊗ C = Ker Ω/F ⊕ Ker Ω/F

ここでKer Ω = {v ∈ TM ⊗ C | ivΩ = 0}. このとき、横断的 SLn(C)構造Ωから
Qの複素構造 JΩ ∈ Γ(End(Q))が定義でき、Ωを (n, 0)ベーシック形式とするよ
うな横断的正則構造を定める。

定義 1 (M,F)上の横断的 SLn(C)構造Ωと横断的 symplectic構造 ωに対し、そ
の組 (Ω, ω)が横断的Calabi-Yau構造であるとは、以下を満たす時に言う。

Ω ∧ ω = 0,

Ω ∧ Ω̄ = cnω
n �= 0,

ω(·, JΩ·) is positive definite on Q

ここで cn = 1
n!

(−1)
n(n−1)

2 ( 2√−1
)n.

この時、ω(·, JΩ·)はQの計量を定め、更にベクトル束⊗2Q∗のベーシックな切
断となる。このような構造を横断的リーマン構造という。

3 主定理
(M,F)上の横断的Calabi-Yau構造全体の空間をM̃CY (M,F)とし、Diff(M,F)

を葉層構造を保つ微分同相群とする。この時、Diff(M,F)は微分形式の引き戻し
により M̃CY (M,F)に作用する。モジュライ空間MCY (M,F)を

MCY (M,F) = M̃CY (M,F)/Diff0(M,F)

として定義する。ここで Diff0(M,F)はDiff(M,F)の単位元の連結成分とする。
葉層構造を考えない場合、つまり、カラビ・ヤウ構造の場合、そのモジュライ空
間はハウスドルフになる事が知られている [5]。横断的カラビ・ヤウ構造の場合に
は葉層構造に次のような条件を課す。

定義 2 Fが taut葉層であるとは、各葉が極小部分多様体となるようなリーマン
計量が存在する葉層構造の事である。

我々の考えているのは横断的は方向の構造であり、葉層の方向には何の構造も考
えていなかった。例えば横断的リーマン構造は横断的な方向のみの計量や体積要
素を与える。しかし、多様体全体の積分を考える場合には葉層方向の体積要素を
指定する必要がある。この taut葉層であるという条件は葉層方向の “良い”体積
要素の存在を保証してくれる。
そして、次が本講演の主定理である。
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定理 1 [7]. M をコンパクト多様体とし、F を taut葉層とする。この時、モジュ
ライ空間MCY (M,F)は滑らかな多様体（特にハウスドルフ）になる。

証明の概略 まず、座標の貼り合わせが滑らかになるのは横断的カラビ・ヤウ構造
から作られる変形のコンプレックスが（横断的）楕円型になるという事から従う。
次にハウスドルフ性であるが、これは次の定理からの帰結である。

命題 1 [7]. 横断的リーマン構造全体の空間Ms
met(M,F)にDiffs+1

0 (M,F)不変な
リーマン計量が存在する。

この計量からMs
met(M,F)上に距離が構成でき、横断的カラビ・ヤウ構造は横断的

リーマン構造を誘導することから、この距離が横断的カラビ・ヤウ構造のモジュラ
イ空間MCY (M,F)の距離を誘導する。これによりMCY (M,F) が距離空間（特
にハウスドルフ空間）である事が分かる。�

命題についての補足 上の命題において上付き添え字は完備化に関するものであ
るが、今考えている状況は（横断的に）調和な対象であり、この様な場合、結論
が完備化やその取り方に寄らない事等は普通は省略する（できる）。しかし、今
考えている状況は横断的調和であり、調和的ではない。ただ、解析的手法が横断
的な設定で上手くいくという事がエルカチ [2]により与えられている事をここで
言及しておきたい。
又、Ms

met(M,F)上の計量は本質的にはM上の積分を用いて構成される。taut

葉層の所で説明した通り、この積分に、そしてMs
met(M,F)上の計量の構成に taut

性を必要とする。

4 例
横断的カラビ・ヤウ構造を持つ葉層構造の例としては

• トーラスの線形葉層
• （ヌル）佐々木多様体の特殊葉層
等がある。これらの例については横断的カラビ・ヤウ構造のモジュライ空間の次
元も計算する事が出来る。本講演ではこの様な例を説明しつつ、モジュライ空間
の次元やその計算方法について重点的に話していくつもりである。特に５次元ヌ
ル佐々木多様体の場合にはモジュライ空間の次元は多様体のベッチ数により与え
られる事が分かる。
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TORUS FIBRATIONS AND LOCALIZATION OF INDEX

吉田尚彦（明治大学先端数理科学インスティテュート）

Abstract. Dirac 型作用素の指数の局所化に関する古田幹雄氏 (東京大学)，藤田玄氏 (学習院大学) との共同
研究 [4]について，藤田氏が第 55回幾何学シンポジウムで講演を行った [3]．今回の講演では，その後の進展 [5]
について説明する．主な内容は以下の通りである．
(1) Witten が [12] で用いた作用素の摂動のアイディアに基づき，開多様体上の Dirac 型作用素に対して指数

を定式化する枠組みを与える．
(2) その応用として，前量子化束をもつ 4次元局所トーリック Lagrangeファイバー束に対して，spinc Dirac

作用素の指数が特異，非特異両方の BS ファイバーの個数に等しいことを示す．

1. はじめに

N を正の整数，S5
N = {(z0, z1, z2) ∈ C3 | ‖z‖2 = N}とする．S5

N 上の接続付き複素直線束(
S5

N × C,∇ = d+
1
2

2∑
i=0

(zidz̄i − z̄idzi)

)
→ S5

N

とその上の S1 作用
(1.1) g(z0, z1, z2, w) = (gz0, gz1, gz2, g

Nw) g ∈ S1, (z0, z1, z2, w) ∈ S5
N × C

を考える．(1.1)は接続∇を保つ自由なS1作用であり，その商空間S5
N/S1は複素射影空間CP 2，(S5

k×C)/S1

は CP 2 上の超平面束の N 回テンソル（以下，これを Lで表す）と自然に同一視される．さらに，∇は L
の接続で曲率が −2π√−1N 倍の Fubini-Study形式となるようなものを誘導する．

μ : CP 2 → R
2 を運動量写像

μ([z0 : z1 : z2]) =
(

N |z1|2
‖z‖2

,
N |z2|2
‖z‖2

)
とする．このとき，Danilovによって次が知られている1．

定理 1.1 (Danilov [2]). Lの正則切断の空間の次元は，μの像に含まれる整数格子点の個数と一致する，す
なわち，
(1.2) dimH0(CP 2;OL) = #μ(CP 2) ∩ Z2.

実際，各 k = (k1, k2) ∈ μ(CP 2) ∩ Z2 = {(k1, k2) ∈ Z2 | 0 ≤ k1, k2, k1 + k2 ≤ N} に対して，切断
sk ∈ Γ(L)を

sk([z0 : z1 : z2]) = [z0 : z1 : z2, z
N−k1−k2
0 zk1

1 zk2
2 ]

と定めると，sk 達がH0(CP 2;OL)の基底を与える．
ここで，(1.2)の左辺は高次のコホモロジーHi(CP 2;OL)（0 < i）が消えていることから，L係数Dolbeault

作用素 √
2
(
∂̄ ⊗ L − ∂̄∗ ⊗ L

)
: Γ(∧0,•T ∗CP 2 ⊗C L)→ Γ(∧0,•T ∗CP 2 ⊗C L)

の指数に等しい．一方，k ∈ μ(CP 2) ∩ Z2 であることと (L,∇)|μ−1(k) に非自明な大域的平行切断が存在す
ることが同値であることも分かる．このようなファイバーをBohr-Sommerfeldファイバーと呼ぶ．この
ことから，定理 1.1は，Dolbeault作用素の指数の μの Bohr-Sommerfeldファイバーへの局所化定理と捉
えることができる．
このような指数の局所化現象は，Lagrangeファイバー束の場合 [1]，複素旗多様体上の Gelfand-Cetlin

系の場合 [8]や Riemann面上の平坦 SU(2)束のモジュライ上の Goldmanによる完全可積分系の場合 [9]，
さらには [7, 10, 11]などでも成り立つことが知られている．
量子力学的な観点からは，Dolbeault作用素（或は spinc Dirac作用素）の指数，Bohr-Sommerfeldファ

イバーの個数はそれぞれ，spinc量子化，実偏極を用いた幾何学的量子化と呼ばれる二通りの量子化で得ら
れるヒルベルト空間の次元に対応する．これら二通りの量子化が等価であるかは基本的かつ重要な問題で
あるが，未解決である．

takahiko@math.meiji.ac.jp.
Partly supported by Grant-in-Aid for Young Scientists (B) 22740046, and Fujyukai Foundation.
1Danilov は，一般の非特異射影的トーリック多様体についてこの定理が成り立つことを示している．
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これら一連の局所化現象のメカニズムを解明するため，講演者は古田幹雄氏（東大数理）藤田玄氏（学
習院大学）と共に，Wittenが [12]で用いた作用素の摂動に基づく指数の局所化の観点から共同研究を行い，
[4]では acyclic polarizationの概念を導入し，エンドに acyclic polarizationを持つ開多様体上の Dirac型
作用素に対して指数を定式化し，その指数に対して局所化定理を得た．その応用として，前量子化束をもつ
特異 Lagrangeファイバー束に対して，spinc Dirac作用素の指数が非特異 BSファイバーの個数と特異ファ
イバーからの寄与で表せることを示した．特に，（特異ファイバーを持たない）Lagrangeファイバー束につ
いては spinc Dirac作用素の指数が非特異 BSファイバーの個数と一致することが Andersen [1]によって示
されているが，この等式は我々の局所化定理の系としても得られる．
しかし，Lagrangeファイバー束が特異ファイバーを持つ場合，[4]で得られた指数の局所化定理では特異

ファイバー全体の和集合の連結成分ごとにしか寄与をとらえることができず，前説で述べた [2, 8, 9]などの
結果を再現できない．そこで，[5]では acyclic polarizationを一般化した acyclic compatible systemの概

expected result localization obtained in [4]

Figure 1. 期待される局所化と [4]で得られた局所化（CP 2 の場合）

念を導入し，[4]の結果を改良した．その結果，特異ファイバーの近傍における局所化の精度を向上させる
ことができ，一部の特異 Lagrangeファイバー束については，spinc Dirac作用素の指数が特異，非特異両
方の BSファイバーの個数に等しいことが示せた．また，その指数についての積公式も得られた．
さらに，[6]では [4, 5]で得られた結果の同変版，及びその Guillemin-Sternbergによる量子化予想への

応用について述べる予定である．
この講演では，[5]の結果について説明する．

2. 主結果

2.1. 局所指数. はじめに，acyclic compatible systemの概念を導入する．acyclic compatible systemには，
オービフォールド版などの変種があるが，ここでは，簡単な場合を述べる．その後，主定理を述べる．

定義 2.1. Mを多様体とする．M上のcompatible fibrationとは次を満たすデータ{πα : Vα → Uα | α ∈ A}
のこと．

(1) {Vα}α∈A はM の有限開被覆．
(2) Uαは多様体で πα : Vα → Uαは (R/Z)kα をファイバーとするファイバー束．階数 kαは αごとにか
わってよい．

(3) π−1
α (πα(Vα ∩ Vβ)) = π−1

β (πβ(Vα ∩ Vβ)) = Vα ∩ Vβ．
(4) Vα ∩ Vβ �= ∅のとき，各点 x ∈ Vα ∩ Vβ に対して，

π−1
α (πα(x)) ⊃ π−1

β (πβ(x)), π−1
α (πα(x)) ⊂ π−1

β (πβ(x))

のどちらかが成り立つ．さらに前者の場合には，ファイバー束 παβ : πβ(Vα ∩ Vβ) → πα(Vα ∩ Vβ)
で πα = παβ ◦ πβ となるものが存在する．後者の場合も同様．

以下では簡単のため，compatible fibrationを {πα}と表すことにする．
定義 2.2. {πα}をM 上の compatible fibrationとする．{πα}に対して，M の開集合 C が admissibleで
あるとは，各 α ∈ Aに対して

π−1
α (πα(C ∩ Vα)) = C ∩ Vα

が成り立つときをいう．

つぎに，(M, g)を Riemann多様体，{πα}をM 上の compatible fibrationとする．各 UαにはRiemann
計量があり，πα はこの Riemann 計量に関して Riemannian submersion であると仮定する．Cl(TM) を
Clifford代数束とする．(W, c)を (M, g)上の Z2 次数付き Cl(TM)加群束とする．すなわち，W は二つの
Hermiteベクトル束W 0，W 1の直和W = W 0⊕W 1であり， cは次を満たすR-線型写像 c : TM → EndW
とする．

(1) 任意の元 u ∈ TM に対して，c(u)はW i の元をW i+1 の元へ移す．
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(2) 任意の元 u ∈ TM，w1, w2 ∈ W に対して，
〈c(u)w1, w2〉W = −〈w1, c(u)w2〉W .

ここで，〈 , 〉W はW の Hermite計量．
(3) 任意の元 u, v ∈ TM に対して，

c(u) ◦ c(v) + c(v) ◦ c(u) = −2g(u, v) idW .

このとき，
定義 2.3. compatible system とは次を満たすデータ {Dα}α∈A のこと．

(1) Dα : Γ(W |Vα)→ Γ(W |Vα)は次数をずらす形式的自己共役な 1階線形微分作用素．
(2) Dα の主表象 σ(Dα)は

σ(Dα) = c ◦ pα ◦ ι∗α : T ∗Vα → End(W |Vα)

で与えられる．ここで，ια : T [πα]→ TVαは παのファイバーに沿った接束 T [πα]の TVαへの自然
な包含写像，pα : T ∗[πα] → T [πα]は Riemann計量 g が誘導する同型．特に，Dα は πα のファイ
バー方向の微分のみを含む．

(3) 各 b ∈ Uαと u ∈ TbUαに対して，ũ ∈ Γ(TVα|π−1
α (b))を gに関する uの horizontal liftとする．ũは

Γ(W |π−1
α (b))に Clifford積 c(ũ)で作用する．このとき，全ての b ∈ Uα と u ∈ TbUα に対して，Dα

と c(ũ)は反可換，すなわち，
Dα ◦ c(ũ) + c(ũ) ◦ Dα = 0.

(4) 各 Vα ∩ Vβ �= ∅上，Dα ◦ Dβ +Dβ ◦ Dα は小さい方のファイバーに沿った微分作用素．
定義 2.4. compatible system{Dα}α∈A が acyclicであるとは

(1) 各 α ∈ Aと b ∈ Uα に対して，ker
(
Dα|π−1

α (b)

)
= 0，

(2) 各 Vα ∩ Vβ �= ∅上，Dα ◦ Dβ +Dβ ◦ Dα は非負の作用素，すなわち，

(2.1)
∫

M

〈(Dα ◦ Dβ +Dβ ◦ Dα)s, s〉W vol ≥ 0 ∀s ∈ Γ(W |Vα∩Vβ
)

であるときをいう．
次が主定理である．

定理 2.5 ([4, 5]). (M, g)をRiemann多様体，(W, c)を (M, g)上のZ2次数付きClifford加群束，V をMの開
集合でM\V がコンパクトなものとする．{πα}α∈AをV 上の compatible systemで，各UαにはRiemann計量
があり，παはこのRiemann計量に関してRiemannian submersionであるとする．{Dα}α∈Aを acyclic com-
patible systemとする．このとき，これらのデータに依存する整数 ind(M,V ) = ind(M,W,V, {πα}, {Dα}) ∈
Zで次の性質を満たすものが存在する．

(1) ind(M, V )はデータの連続変形で不変．
(2) M が閉ならば，ind(M, V )はW 上の Dirac型作用素2の指数と等しい．
(3) M ′ をM \ V の admissible開近傍とすると

ind(M, V ) = ind(M ′,M ′ ∩ V ) (切除性).
(4) V ′ を V の admissible開集合でM \ V ′ がコンパクトであるとすると

ind(M, V ) = ind(M, V ′).

(5) M = M1 � M2 とすると
ind(M,V ) = ind(M1,M1 ∩ V ) + ind(M2,M2 ∩ V ) (和公式).

注 2.6. (1) M = V のとき，
(2.2) ind(M,V ) = 0 (消滅性)
も成り立つ．なぜならば，(5)においてM = M � ∅とすると，ind(∅, ∅) = 0．よって，M = V より，(3)
においてM ′ = ∅とすると，ind(M, V ) = 0．実際には，はじめに (2.2)を示し，それを用いて定理 2.5を
証明する．
(2) ind(M, V )について積公式も成り立つ．一番簡単な場合を以下に述べる．(Mi, Wi, Vi, {πi,α}, {Di,α})を
定理 2.5の条件を満たす二通りのデータとする．このとき，次が成り立つ

ind ((M1, V1)× (M2, V2)) = ind(M1, V1) ind(M2, V2).

但し，ここで述べた compatible fibrationの定義 2.1は積に関して閉じていないので，積に関して閉じるよ
う定義を一般化する必要がある．一般化された定義については，[5]を参照されたい．

2次数をずらす形式的自己共役な 1 階線形微分作用素で主表像が c と一致するもののこと
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定理 2.5の系として，次の局所化定理が得られる．

系 2.7. 定理 2.5の仮定のもと，さらに，M は閉，かつ，M \ V は互いに共通部分を持たない開集合たち
O1, . . . , Ok で覆われているとする．このとき，W 上の Dirac型作用素Dについて

indD =
k∑

i=1

ind(Oi, Oi ∩ V )

が成り立つ．

Proof.

indD = ind(M, V ) (∵定理 2.5 (2))

= ind(O1 � . . . � Ok ∪ V, V )

= ind(O1 � . . . � Ok, O1 � . . . � Ok ∩ V ) (∵定理 2.5 (3))

=
∑

i

ind(Oi, Oi ∩ V ) (∵定理 2.5 (5)).

�

2.2. ind(M, V )の構成のアイディア. 以下に，ind(M, V )の構成のアイディアを述べる．プロトタイプとな
るのが次のWitten deformationである．

事実 2.8. (M, g)を完備Riemann多様体，(W, c)を (M, g)上の Z2次数付きClifford加群束，h ∈ End(W )
を次を満たすW の自己準同型とする．

(1) hは Hermitian．
(2) hはW の次数をずらす．
(3) supph = {x ∈ M | ker (hx : Wx → Wx) �= 0}はコンパクト．
(4) h ◦ c+ c ◦ h = 0.

このとき，t ≥ 0に対して，
Dt = D + th

とすると，十分大きな tに対して，kerDt ∩L2(W )は有限次元である．さらにこのとき，kerD0
t ∩L2(W )−

kerD1
t ∩ L2(W )は tやデータの連続変形に依存しない．

我々の場合，事実 2.8そのものを使うのではなく，hの代わりに微分作用素
∑

α ραDαραを用い，tが十
分大きいとき，Dt = D+ t

∑
α ραDαραの“指数”として ind(M, V )を定める3．この摂動は，形式的には

次のように事実 2.8の無限次元類似と思うことができる．各 α ∈ Aに対して，W → Uα を b ∈ Uα のファ
イバーが Γ(W |π−1

α (b))である無限次元ベクトル束とする．すると定義 2.3 (2)より，DαはW の自己準同型
と見なせる．さらに，定義 2.3 (3)は事実 2.8 (4)に対応する．実際の手順は次の通りである．

Step 1. M は閉かつ V = M の場合に，十分大きな tに対して，kerDt = 0を示す.
Step 2. M がシリンダー状のエンド V = N × (0,∞)を持ち，V 上全てのデータは平行移動で不変である場

合に，十分大きな tに対して，kerDt∩L2(W )は有限次元であり，kerD0
t ∩L2(W )−kerD1

t ∩L2(W )
はデータの連続変形に依存しないことを示す．Step 1はこれを示すのに用いられる．特に，kerD0

t ∩
L2(W )− kerD1

t ∩ L2(W )は十分大きな tにも依らないことが分かるので，これを ind(M, V )と定
義する．

Step 3. V が一般の形の場合，V のある余次元 1の閉部分多様体N でM を切り，切り口をシリンダー状に
のばすことで Step 2の場合に帰着させる．その際，ind(M,V )が切り口N の取り方に依らないこ
とをチェックする．

N

M M ′

N

V ′ := N × (0,∞)V

Figure 2. エンドの改変

3{ρ2
α}α∈A は {Vα}α∈A に従属する 1の分割で，各 ρα は全ての πβ のファイバーにそって値が不変であるようなものである．こ

のようなものは存在する．
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2.3. 局所トーリック Lagrangeファイバー束への応用. Cn 上のシンプレクティック形式 ωCn を

ωCn =
1

2π
√−1

n∑
i=1

dzi ∧ dz̄i,

とし，写像 μCn : (Cn, ω)→ R
n
≥0 を

(2.3) μCn(z) = (|z1|2, . . . , |zn|2)
で定義する．ここで，

R
n
≥0 = {p = (p1, . . . , pn) ∈ R

n | pi ≥ 0 i = 1, . . . , n}
とする．μのファイバーはトーラスであり，ωCn の各ファイバーへの制限は自明であることに注意をして
おく．
(M, ω)を 2n次元シンプレクティック多様体，B を n次元角付き多様体とする．

定義 2.9. μ : (M,ω)→ Bが局所トーリックLagrangeファイバー束であるとは，Bの（角付き多様体として
の）座標近傍系{(Uα, ϕα)}とシンプレクティック同相ψα : (μ−1(Uα), ω|μ−1(Uα))→

(
μ−1
Cn (ϕα(Uα)) , ωCn |μ−1

Cn (ϕα(Uα))

)
で μCn ◦ ψα = ϕα ◦ μとなるものがあるときをいう．

例 2.10. 非特異射影的トーリック多様体の運動量写像は局所トーリック Lagrangeファイバー束である．

(M, ω) を閉シンプレクティック多様体，μ : (M, ω) → B を局所トーリック Lagrange ファイバー束，
(L,∇) → (M,ω)を Hermite直線束とその接続で曲率が 2π

√−1ω であるものとする．ω と整合的なM の
概複素構造を１つ固定すると L係数 spinc Dirac作用素 D : Γ(∧0,•T ∗M ⊗C L) → Γ(∧0,•T ∗M ⊗C L) が得
られる．このとき，定理 2.5の応用として，次が得られた．

定理 2.11 ([5]). dimM = 4とする．このとき，indDは特異，非特異両方の Bohr-Sommerfeldファイバー
の個数に等しい．

証明のポイントの一つは，次のように，Bohr-Sommerfeld条件を μのファイバーに沿った de Rham作
用素の核が非自明であるという条件に読み替える点である．(L,∇)|μ−1(b) に非自明な大域的平行切断が存
在するとき，μ−1(b)は Bohr-Sommerfeldであるといった．この条件は，局所系を係数とするコホモロジー
H0(μ−1(b); (L,∇)|μ−1(b)) �= 0と言い換えることが出来る．さらに，μのファイバーがトーラスであること
を使うと，この条件は H•(μ−1(b); (L,∇)|μ−1(b)) �= 0と同値である．Hodge理論より，これは，μ−1(b)の
(L,∇)|μ−1(b)係数 de Rham作用素の核が非自明であることに他ならない．証明では，ファイバーに沿った
de Rham作用素を用いて compatible systemを構成する．

References

1. J. E. Andersen, Geometric quantization of symplectic manifolds with respect to reducible non-negative polarizations,
Comm. Math. Phys. 183 (1997), no. 2, 401–421.

2. V. Danilov, The geometry of toric varieties (Russian), Uspekhi Mat. Nauk 33 (1978), no. 2, 85–134, English translation:
Russian Math. Surveys 33 (1978), no. 2, 97–154.

3. H. Fujita, Acyclic polarizations and localization of Riemann-Roch numbers, 2008, 第 55 回幾何学シンポジウム.
4. H. Fujita, M. Furuta, and T. Yoshida, Torus fibrations and localization of index I, to appear in J. Math. Sci. Univ.

Tokyo 17, 2010. Also available at arXiv:0804.3258, .
5. , Torus fibrations and localization of index II, UTMS Preprint Series 2009-21, 64 pages. Also available at

arXiv:0910.0358, 2009.
6. , Torus fibrations and localization of index III, in preparation, .
7. M. D. Grossberg and Y. Karshon, Equivariant index and the moment map for completely intergrable torus actions,

Adv. Math. 133 (1998), no. 2, 185–223.

8. V. Guillemin and S. Sternberg, The Gelfand-Cetlin system and quantization of the complex flag manifolds, J. Funct.
Anal. 52 (1983), no. 1, 106–128.

9. L. Jeffrey and J. Weitsman, Bohr-Sommerfeld orbits in the moduli space of flat connections and the Verlinde dimension
formula, Comm. Math. Phys. 150 (1992), no. 3, 593–630.

10. Y. Karshon and S. Tolman, The moment map and line bundles over presymplectic toric manifolds, J. Differential Geom.
38 (1993), no. 3, 465–484.

11. M. Masuda, Unitary toric manifolds, multi-fans, and equivariant index, Tohoku Math. J. 51 (1999), no. 2, 237–265.

12. E. Witten, Supersymmetry and Morse theory, J. Diff. Geom. 17 (1982), no. 4, 197–229.

- 97 -



- 98 -



偏極トーリック多様体のチャウ半安定性について

小野　肇（東京理科大学理工学部）

概 要
本講演では, 偏極トーリック多様体のチャウ半安定性に関する組み合わせ論的な

必要条件を紹介する. その応用として, トーリックファノ多様体の漸近的チャウ半安
定性に関して知られている結果 [3]を再現するとともに, ファノではない場合にも拡
張できることも見る.

1 概略
Xをコンパクト複素多様体, LをX上の豊富な正則直線束とする. （組 (X, L)のこと

を偏極多様体と呼ぶ. ）偏極多様体のモジュライを考える上で, 幾何学的不変式論（GIT）
の意味での安定性が重要である事は良く知られている. また, ケーラー幾何（特にスカ
ラー曲率一定ケーラー計量の存在問題）においても, GIT安定性は重要である：

予想 1.1 (Donaldson-Tian-Yau予想). (X,L)を偏極多様体とする. このとき, ケーラー
類 c1(L)にスカラー曲率一定ケーラー計量が存在するための必要十分条件は (X, L)があ
る種のGIT安定性を持つ事である.

今現在, この予想における「GIT安定性」の候補としては「K-安定性」が最有力であ
り, 活発な研究が進んでいる. 一方, 「漸近的チャウ安定性」については, 障害が存在す
ることが知られており [5, 2], トーリックファノ多様体についてはこれらの障害（積分不
変量）を [3]で得た方法（ヒルベルト級数の微分）で実際計算出来る. その結果, [10]で
は, スカラー曲率一定ケーラー計量（この場合にはケーラー・アインシュタイン計量）を
許容するが漸近的チャウ半安定ではない 7次元トーリックファノ多様体が存在すること
を示すことが出来た. つまり, 「GIT安定性」として漸近的チャウ安定性をとると, 予想
1は正しくないことがわかった1.
今回は, より基本的な観点から, 偏極トーリック多様体のチャウ半安定性の障害を与

えることが出来ることについて発表する（用語の定義などは 2章以降を参照のこと）：
Δ ⊂ R

nを整Delzant多面体とし,対応する複素n次元偏極トーリック多様体を (XΔ, LΔ)
と書くことにする. このとき, 次が今回の話の主結果である：

定理 1.2. 自然数 iに対して, (XΔ, Li
Δ)はチャウ半安定であるとする. このとき∑

a∈iΔ∩Zn

a =
i {#(iΔ ∩ Zn)}

Vol(Δ)

∫
Δ

xdv (☆)

が成り立つ.
1この点については四ツ谷氏の講演で詳しく紹介されるはずである.
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この定理と今まで漸近的チャウ半安定性に関して知られていた結果の間の関連を見て
みよう. まず, [5, 2]において積分不変量の形で漸近的チャウ半安定性の障害が与えられ
た. これらはトーリックでなくても定義できるので, その点においては当然今回の結果よ
りも優れている. 一方, 定理 1.2は各 (XΔ, Li

Δ)に関するチャウ半安定性の障害であると
いう点でより精密である. 実際, 定理 1.2 を用いて (XΔ, LΔ)の漸近的チャウ半安定性に
関して次のことがわかる：

系 1.3. (XΔ, LΔ)が漸近的チャウ半安定とすると, 任意の自然数 iに対して (☆)が成り
立つ. また, ある自然数 i0に対して (☆)が成り立たないとすると, 自然数 i1が存在して,
i1以上の任意の自然数 iに対して (XΔ, Li

Δ) はチャウ不安定である.

さらに, Δが reflexiveな Delzant多面体であるとき, つまり (XΔ, LΔ)が反標準偏極
トーリックファノ多様体である場合には漸近的チャウ半安定であるための必要十分条件
が得られる：

系 1.4. Δを reflexiveなDelzant多面体とする. このとき (XΔ, LΔ)が漸近的チャウ半安
定であることの必要十分条件は任意の自然数 iに対して∑

a∈iΔ∩Zn

a =
i {#(iΔ ∩ Zn)}

Vol(Δ)

∫
Δ

xdv = 0 (★)

が成り立つことである.

次に, [3]において, トーリックファノ多様体の積分不変量の情報はヒルベルト級数の
微分を用いて得ることが出来ることが示されている. 定理 1.2はその一部を再現し, さら
に, ファノではない場合に一般化できる.

系 1.5. (XΔ, LΔ)が漸近的チャウ半安定であるとすると⎛⎜⎜⎝
∂CΔ
∂x1

(1, . . . , 1, t)
...

∂CΔ
∂xn

(1, . . . , 1, t)

⎞⎟⎟⎠ =
∑∞

i=1 i{#(iΔ ∩ Zn)}ti
Vol(Δ)

∫
Δ

xdv

が成り立つ. 特にΔが reflexiveのとき⎛⎜⎜⎝
∂CΔ
∂x1

(1, . . . , 1, t)
...

∂CΔ
∂xn

(1, . . . , 1, t)

⎞⎟⎟⎠ = 0

となる.

2 GIT安定性
この章では, 幾何学的不変式論（GIT）の初歩で今回の話と関係する部分について紹

介する. 詳しくは [7]を参照.
Gを簡約リー群とし, V を有限次元複素ベクトル空間で, Gが線形に作用していると

する.
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定義 2.1. v ∈ V とする. vのG-軌道Gv ⊂ V の閉包が原点を含まないとき, vは（G-作
用に関して）半安定であるという. また, p ∈ P(V )は, pの任意の代表元が半安定である
とき, 半安定であるという.

簡約リー群の線形作用については, 安定性に関するHilbert-Mumfordの判定法が非
常に強力な道具となる. 一般にはGの 1-パラメータ部分群を用いて述べられるが, ここ
ではのちに使いやすい形で述べておく：

命題 2.2 (Hilbert-Mumfordの判定法). p ∈ P(V )がG-作用に関して半安定であるため
の必要十分条件は, 任意の極大トーラスH ⊂ Gに対して pがH-作用に関して半安定で
あることである.

これにより, Gが複素トーラス (C×)nに同型の場合の半安定性について調べることが
重要となるが, これは「ウエイト多面体」を通して判定することが出来ることが良く知
られており, 実際, この視点が今回の結果を示す上でポイントとなる. Gは (C×)nに同型
であるとする. このときG-表現空間 V はウエイト分解する：

V =
∑

χ∈χ(G)

Vχ, Vχ = {v ∈ V | ∀t ∈ G, t · v = χ(t)v}

ここで, χ(G) � ZnはGの指標群である.

定義 2.3. 0 �= v =
∑

χ∈χ(G) vχ ∈ V に対して, {χ ∈ χ(G) | vχ �= 0} ⊂ χ(G) ⊗Z R の凸
包WtG(v) ⊂ χ(G)⊗Z Rを vのウエイト多面体と呼ぶ.

このとき, 次が知られている：

命題 2.4. G,V は上述のとおりとする. このとき次は同値.

• 0 �= v ∈ V はG-作用に関して半安定

• 0 ∈WtG(v)

したがって, まとめると,

[v] ∈ P(V )が半安定 ⇐⇒ 任意の極大トーラスH ⊂ Gに対して 0 ∈ WtH(v)

ということになる.

3 チャウ半安定性
この章では, まず射影多様体のチャウ形式および（漸近的）チャウ半安定性を定義す

る. 2章で見たように, 半安定性を調べるには複素トーラスの作用に関するウエイト多面
体が重要であった. そこで, チャウ形式のウエイト多面体であるチャウ多面体の簡単な性
質について紹介する. この章の内容は [4]に詳しく述べられている.
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定義 3.1. X ⊂ CPN を次数 dの n次元既約部分多様体とする. このとき,

ZX := {L ∈ Gr(N − n − 1,CPN ) |L ∩ X �= ∅}

はGr(N−n−1,CPN )の次数dの既約な超曲面であり, したがって, あるRX ∈ P(Bd(N−
n− 1,CPN ))の零点として与えられる. ここで, B(N − n− 1,CPN ) =

⊕
d Bd(N − n−

1,CPN )はグラスマン多様体の斉次座標環である. RX をX のチャウ形式と呼ぶ.

SL(N+1,C)はBd(N−n−1,CPN )に自然に作用するので,チャウ形式のSL(N+1,C)-
作用に関する安定性を考えることが出来る.

定義 3.2. X ⊂ CPN を次数 dの n次元既約部分多様体とする. X のチャウ形式RX が
SL(N + 1,C)-作用に関して半安定であるとき, X はチャウ半安定であるという.

定義 3.3. E を X 上の非常に豊富な正則直線束とし, Ψ : X → P(H0(X;E)∗) を小平
埋め込みとする. このとき, Ψ(X) ⊂ P(H0(X;E)∗) がチャウ半安定であるとき, 偏極
多様体 (X,E)はチャウ半安定であるという. また, 十分大きな任意の自然数 iに対して
(X,Li) がチャウ半安定であるとき, 偏極多様体 (X,L)は漸近的チャウ半安定であると
いう.

さて, 次の簡単な考察からわかるように, X ⊂ CPN は対称性が高いほどチャウ半安定
にはなりにくいという性質がある. （その意味では, 偏極トーリック多様体は「一番チャ
ウ半安定になりにくい」対象である. ）
まず, G = (C×)N+1 とし V を Gの有限次元複素表現とする. H を N 次元部分トー

ラス
H = {(t1, . . . , tN , (t1 · · · tN )−1 | (t1, . . . , tN )) ∈ (C×)N} � (C×)N

としたとき, 0 �= v ∈ V に対して, WtH(v) = π(WtG(v)) である. ここで, π : R
N+1 →

R
N , (x1, . . . , xN+1) �→ (x1 −xN+1, . . . , xN −xN+1)である. したがって, この場合には v

がH-作用に関して半安定であれば, ある実数 tが存在して, (t, . . . , t) ∈ WtG(v)となる.
これをチャウ形式に適用すれば次が得られる.

命題 3.4. X ⊂ CPN はチャウ半安定であるとする. このとき, ある実数 t が存在し
て (t, . . . , t) ∈ Wt(C×)N+1(RX)となる. ただし, (C×)N+1 ⊂ GL(N + 1;C)は正則な
(N +1)次対角行列全体とみなす. チャウ形式RX のウエイト多面体Wt(C×)N+1(RX)を
X ⊂ CPN のチャウ多面体と呼ぶことにする.

また,次のように,チャウ多面体Wt(C×)N+1(RX)のアファイン包AffR(Wt(C×)N+1(RX))
の余次元はX ⊂ CPN の対称性が大きいほど高いことが知られている.

命題 3.5 ([4]). X ⊂ CPN を n次元既約多様体とし, X はいかなる超平面にも含まれな
いとする. このとき

dimAffR(Wt(C×)N+1(RX)) = N + 1− dimC{t ∈ (C×)N+1 | tX = X}

が成り立つ.

したがって, dimC{t ∈ (C×)N+1 | tX = X}が大きいほど, X ⊂ CPN はチャウ半安定
にはなりにくい.
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4 偏極トーリック多様体のチャウ半安定性
この章ではまず, （整）Delzant多面体, および reflexive多面体を定義する. これらは

Delzant構成, およびモーメント像をとることにより, 滑らかな偏極トーリック多様体,
および反標準偏極トーリックファノ多様体に対応していることは良く知られている2. そ
の後, より一般的なトーリック射影多様体に関して, チャウ多面体の性質について述べ,
（[4]参照）定理 1.2およびその系を示すことにする.

定義 4.1. Δ ⊂ R
n を n次元凸多面体とする. 次の条件が成り立つとき Δ を n次元

Delzant多面体と呼ぶ：w1, . . . ,wdをΔの頂点とする.

1. 各頂点wiからはちょうど n本の辺 ei,1, . . . , ei,nが出ている.

2. 各辺 ei,jを生成する primitiveベクトル達 ei,1, . . . , ei,n ∈ ZnはZ上Znを生成する.

さらに全ての頂点wiが整数点であるとき, Δを整Delzant多面体と呼ぶ.

n次元整Delzant多面体Δに対応する n次元偏極トーリック多様体を (XΔ, LΔ)と書
くことにする. LΔは非常に豊富である. 例えば, 自然数 iに対して

iΔ = {x ∈ R
n |x = iy,y ∈ Δ}

とおくと, (XiΔ,, LiΔ) = (XΔ, Li
Δ)となる.

定義 4.2. Δ ⊂ R
nをn次元整凸多面体とする. 次の条件が成り立つとき, Δを reflexive

であるという：

1. F ⊂ Δを余次元 1の面とすると, nF ∈ Zn が存在して, F = {x ∈ Δ | 〈x,nF 〉 = 1}
と書ける.

2. 0 ∈ R
nはΔの内点である.

さて,次に以下のような “トーリック射影多様体”を考える3. A = {a1, . . . ,aN+1} ⊂ Zn

とし, Aは affineに Znを生成していると仮定する. このとき

XA0 = {[xa1 : · · · : xaN+1 ] |x ∈ (C×)n} ⊂ CPN

の閉包XAはCPN の n次元 subvarietyである. 例えば, Δ ⊂ R
nを n次元整Delzant多

面体とし, A = Δ ∩ Znとすると, XA = XΔであり, 埋め込みXA ⊂ CPN は非常に豊富
な正則直線束XΔに関する小平埋め込みに対応している.
命題 3.4より, XAがチャウ半安定性であるためには,チャウ多面体Wt(C×)N+1(RXA

)と
直線R·(1, . . . , 1)が交わる必要があった. したがって,当然そのアファイン包AffR(Wt(C×)N+1(RXA

))
とも交わらなければならない. このようなトーリック射影多様体の場合, Gelfand-Kapranov-
Zelevinsky [4]により, AffR(Wt(C×)N+1(RXA

)) は次により与えられることが知られてい
る4.

2具体的な構成はここでは必要ないので省略する.
3一般には正規多様体とは限らないので俗に言うトーリック多様体にはならない. しかし, チャウ点やチャ

ウ安定性は同様に定義できる.
4より正確に言うと, この場合にはチャウ多面体は secondary多面体と呼ばれるものと等しく, secondary

多面体のアファイン包が命題 4.3で与えられる.
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命題 4.3 ([4]). Q ⊂ R
nをAの凸包とする. このとき

AffR(Wt(C×)N+1(RXA
))

=

⎧⎨⎩(ϕ1, . . . , ϕN+1) ;
N+1∑
j=1

ϕj = (n+ 1)!Vol(Q),
N+1∑
j=1

ϕjaj = (n+ 1)!
∫

Q
xdv

⎫⎬⎭
が成り立つ.

したがって, 命題 3.4, 4.3より, 次が成り立ち, したがって定理 1.2が成り立つ.

定理 4.4. XA ⊂ CPN がチャウ半安定であるとすると,

N+1∑
j=1

aj =
N + 1
Vol(Q)

∫
Q

xdv

が成り立つ.

最後に, 系 1.3, 1.4について見てみよう. 一般に, P ⊂ R
nを凸整多面体とする. このと

き, 次のような n次多項式EP (t) （P のEhrhart多項式）の存在がよく知られている：

EP (t) = Vol(P )tn +
n−1∑
j=0

EP,jt
j , i ∈ Nに対してEP (i) = #(iP ∩ Zn)

同様に, 次のような R
n-値多項式 sP (t)も存在する：

sP (t) = tn+1

∫
P

xdv +
n∑

j=1

tjsP,j , i ∈ Nに対して sP (i) =
∑

a∈iP∩Zn

a

したがって, (☆)の両辺は iに関して R
n-値 (n+ 1)次多項式であるから, (X, L)が漸近

的チャウ半安定であれば, 全ての iで (☆)が成り立たなければならない. また, 自然数 i0

について (☆)が成り立たないとすると, 自然数 i1が存在して, i1以上の任意の自然数 i

に対して (☆)は成り立たない, つまり, (XΔ, Li
Δ)はチャウ半安定ではない. これで系 1.3

が示せた.
(☆)は

n∑
j=1

ij
{
Vol(Δ)sΔ,j − EΔ,j−1

∫
Δ

xdv

}
= 0 (※)

と書き換えることが出来るので次がわかる.

系 4.5. Δ ⊂ R
nを n次元整Delzant多面体とする. (XΔ, LΔ)が漸近的チャウ半安定と

すると, 各 j = 1, . . . , nに対して

FΔ,j := Vol(Δ)sΔ,j − EΔ,j−1

∫
Δ

xdv = 0

となる.
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これらのベクトルは n次元トーラスのリー環の characterと思える. 一方, [2]による
積分不変量 FTdp , p = 1, . . . , nを n次元トーラスのリー環に制限することでも n個の
characterが得られる. この 2つは漸近的チャウ半安定性の障害としてはほぼ同等の情報
を持つと予想できる. 実際, Δが reflexiveの場合には

∀p,FTdp ≡ 0⇒ ∀j,FΔ,j = 0

であることがわかる.
次に, 系 1.4を示す. まず, Δ ⊂ R

nを reflexive 多面体とし, (XΔ, LΔ)は漸近的チャウ
半安定であるとする. このとき, [2]により, 二木不変量は消えるので

∫
Δ xdv = 0 であ

る. したがって, 系 1.3より任意の自然数 iに対して (★)が成り立つ. 逆に, 任意の自然
数 iに対して (★)が成り立つとする. このとき, [11]の結果より, XΔにはケーラー・ア
インシュタイン計量が存在する. また, この場合ヒルベルト級数の微分が消えるので, [3]
の結果を用いると, 積分不変量FTdp , p = 1, . . . , n は消える. したがって, [6]の結果より,
(XΔ, LΔ)は漸近的チャウ半安定となる.

5 ヒルベルト級数
この章では, なぜヒルベルト級数の微分が漸近的チャウ半安定性と関係するのかを考

えることにする. 一言で言うと, ヒルベルト級数の微分が sΔ(i) の母関数であるからで
ある.
Δ ⊂ R

nを n次元整Delzant多面体とし, w1, . . . ,wd ∈ Znをその頂点とする. このと
き, Δの錐 C(Δ) ⊂ R

n+1 を

C(Δ) := {r1(w1, 1) + · · ·+ rd(wd, 1) | r1, . . . , rd ≥ 0}

により定義し, Δに関するヒルベルト級数 CΔを

CΔ(x1, . . . , xn+1) :=
∑

(a1,...,an+1)∈C(Δ)∩Zn+1

xa1
1 · · ·xan+1

n+1 =:
∑

a∈C(Δ)∩Zn+1

xa

により定義する. すると ⎛⎜⎜⎝
∂CΔ
∂x1

(1, . . . , 1, t)
...

∂CΔ
∂xn

(1, . . . , 1, t)

⎞⎟⎟⎠ =
∞∑
i=1

sΔ(i)ti

となる. これと定理 1.2, 系 1.4を合わせれば系 1.5が得られる.
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COMPACT TORIC 多様体上の LAGRANGIAN FLOER THEORY について

北大・理　小野　薫

複素射影空間の Clifford torusの Floer cohomologyは Cheol-Hyun Cho氏 [Cho1]の研究
があり、それに続いて toric Fano 多様体の Lagrangian torus fiber の場合には Cho [Cho2],
Cho-Oh [CO] の研究がある。この講演では、深谷賢治氏（京大・理）、Yong-Geun Oh 氏
(U. Wisconsin, Madison)、太田啓史氏（名大・多元数理）との共同研究 [FOOO2], [FOOO3],
[FOOO5] に基づき、compact toric 多様体の Lagrangian torus fiber の Floer 理論について
得られたことをいくつか紹介したい。

1. 言葉の準備を少々

(X,ω) を 2n 次元 compact symplectic 多様体とする。即ち、ω は非退化な閉 2次微分形
式である。すぐに分かる symplectic 多様体の例としては、滑らかな多様体の余接ベクトル
束の全空間、Kähler 多様体などがある。ω は非退化なので、 v ∈ TX �→ i(v)ω ∈ T ∗X は接
ベクトル束と余接ベクトル束の同型を与え、これによって、ベクトル場と１次微分形式とは
１対１に対応する。外微分のCartan の公式から、Lvω = 0 を満たすベクトル場 v と閉１次
微分形式とが対応することが分かる。特に X 上の滑らかな関数 h に対して i(Xh)ω = dh を
満たすベクトル場 Xh が定まり、これを h から決まる Hamilton ベクトル場という。

H : [0, 1] × X → R に対し、ht(x) = H(t, x) とおくと、Hamilton ベクトル場の 1-
parameter 族 {Xht} が定まる。これを積分して、isotopy {φH

t }, φH
0 = id, を得る。(X,ω)

の微分同相写像 φ がある H を用いて φ = φH
1 と書けるとき、φ は Hamilton 微分同相写像

であるという。Hamilton 微分同相写像は symplectic 形式 ω を保つ（symplectic 微分同相
写像）。

X の部分多様体 L が (1) ω の L への制限は 0, (2) dimL = 1
2 dimX の２条件を満たす

とき、Lagrange 部分多様体という。以下では埋め込まれた Lagrange 部分多様体のみを考え
る。例をいくつか挙げる。

• 曲面上の曲線
• sympletic 微分同相写像 φ : X → X のグラフ Γφ ⊂ (X − ω) × (X,ω) は Lagrange
部分多様体となり、φ の不動点集合は Lagrange 部分多様体の交叉 Γφ ∩ Γid と同一
視される。

• 滑らかな多様体 M 上の閉１次微分形式 η を余接ベクトル束 T ∗M の切断とみると
その像は Lagrange 部分多様体である。

• 複素射影空間の中で、実数係数の多項式で定義された複素代数部分多様体の中で実
形は Fubini-Study 形式（の制限）に関して Lagrange 部分多様体となる。

L0, L1 を (X,ω)の埋め込まれた横断的に交わる Lagrange部分多様体の対とする。然るべ
き状況では (L0, L1) の Floer 複体 (CF •(L1, L0), δ) が以下の性質を持つように構成できる。

(1) CF •(L1, L0) は L0 ∩ L1 で生成される自由加群。
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(2) cohomology HF •(L1, L0) は L0, L1 の Hamilton 変形で不変。
ここで、Lagrange 部分多様体 L の Hamilton 変形とは、L の Hamilton 微分同相写像によ
る像のことをいう。
更に状況によっては
(3) L1 が L0 の Hamilton 変形とすると、HF •(L1, L0) は H•(L0) と同型。

が成立する。
これらが全て成り立つときには、任意の Hamilton 微分同相写像 φ に対して、L と φ(L)

は必ず交わり、交叉が横断的であれば、その交点の数が L の Betti 数の和以上であること
が分かる。Floer [Fl] は、π2(X,L0) = 0であり, L1 は L0 の Hamilton 変形であるときに上
記の (1),(2),(3) を満たす複体 (CF •(L1, L0), δ) を構成してみせた。一般には cochain 複体
CF •(L1, L0) を定義するには障害があり1、それを扱うための一般論は、[FOOO1] にある。

2. compact toric 多様体と Lagrangian torus fiber

複素 n 次元多様体 X が toric 多様体であるとは、n 次元複素 torus (C∗)n がX に効果
的に作用し、その上で作用が自由になっている軌道が X に dense に含まれていることをい
う。一般には compat toric 多様体は Kähler 多様体になるとは限らないが、以下ではKähler
構造を持つ compact toric 多様体のみを考える。必要であれば極大 compact 群 Tn ⊂ (C∗)n
の作用で平均することで、Kähler 形式 ω を Tn-不変にできる。

Tn の (X,ω) への作用は Hamilton 的で、運動量写像 μ : X → Lie(Tn)∗ を持つ。X の μ
による像 P = μ(X) は Lie(Tn)∗ の中で、μ(XT ) の凸包となる。ここで XT は X への Tn-
作用の不動点集合を表す。u ∈ Int(P ) に対し、L(u) = μ−1(u) と置くと、L(u) は Tn-作用
の自由軌道で Lagrange 部分多様体となることが分かる。L(u) を u 上の Lagrangian torus
fiber と呼ぶ。
ここで toric 多様体に関わるいくつかの記号を準備する。
N = Hom(S1, Tn), M = Hom(Tn, S1) とする。どちらも階数 n の Z 上の自由加群で、

自然な pairing N × M → Z があり、互いに双対な格子となる。これらを R に係数拡大し
たものをそれぞれ NR,MR と書く。NR は自然に Lie(Tn) と同型になり、それは MR と
Lie(Tn)∗ の同型を導く。

P は MR の中の有限個の頂点を持つ凸多面体なので、有限個の affine 関数 �i, i = 1, . . . , d
を用いて

P = {u ∈ MR|�i(u) ≥ 0, i = 1, . . . , d}
と書ける。更に、�i は、 vi ∈ N , λi ∈ R を用いて、

�i(u) = 〈u, vi〉 − λi

と表されることが分かる。(toric 多様体の N の扇を用いた記述を使うと、vi は扇の１次元
錐の素な生成元である）

∂iP = {u ∈ P |�i(u) = 0} とすると、∂P = ∪d
i=1∂iP である。Di = μ−1(∂iP ) は vi ∈ N ⊂

Lie(Tn) の生成する部分群 S1
vi
の不動点集合で、既約な toric 因子である。

1一般には Floer 複体が構成できないことは勿論 Floer 自身分かっていたようである。
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包含写像 L(u) → X は null-homotopic なので、(X,L(u)) の homology 完全系列から次
の完全系列を得る。

0→ H2(X;Z)→ H2(X,L(u);Z)→ H1(L(u);Z)→ 0

ここで、βi, i = 1, . . . , d を 連続写像 v : (D2, ∂D2) → (X,L(u)) で v と Dj の代数的交点
数が v · Dj = δij を満たすものとする。βi ∈ H2(X,L(u);Z) の H2(L(u);Z) での像は vi に
なる。
格子 M の基底を e1, . . . , en とし、その双対基底を e∗1, . . . , e∗n とする。
Lagrangian torus fiber L(u) と Tn の Tn-同変微分同相写像を用いて同一視することで、

自然な同型 N ∼= H1(L(u);Z), M ∼= H1(L(u);Z) を得る。以下、e1, . . . , en を H1(L(u) : Z)
の基底とも見る。

3. L(u) に付随したフィルター付 A∞-代数

先ず、普遍 Novikov 環を定義する2。T を形式的変数とする。

Λ = {
∑

aiT
λi |ai ∈ C, λi ∈ R, λi → +∞}

Λ0 = {
∑

aiT
λi ∈ Λ|λi ≥ 0}

Λ+ = {
∑

aiT
λi ∈ Λ|λi > 0}

vT : Λ→ R を

vT (
∑

aiT
λi) = min{λi|ai �= 0}, vT (0) = +∞

と定めると、vT は非アルキメデス的付値を定め、Λ0 = {vT ≥ 0}, Λ+ = {vT > 0} となる。
特に、Λ0 の可逆元全体 (Λ0)× は Λ0 \Λ+ であり、Λ+ は Λ0 の唯一の極大イデアルである。
また、Λ は Λ0 の商体である。

L(u) 上には Tn が自由かつ推移的に作用していた。この作用に関する L(u) 上の不変微分
形式の空間を H(L(u)) と書く。H(L(u)) は wedge 積に関して代数をなす。また、H(L(u))
は L(u) 上の Tn-不変計量に関する調和形式の空間とも一致するので、L(u) の cohomology
H∗(L(u)) と同型である。次数を 1ずらして (H(L(u))[1])p = H(L(u))p+1 とおく。(X,L(u))
への境界付き安定写像の空間を用いて H(L(u)) 上にフィルター付 A∞-代数の構造を入れる。
Σ を高々 node, 境界上の node を持つ境界 ∂Σ が連結な種数 0 の Riemann 面とし、 ∂Σ

上に 境界 node ではない相異なる点 z0, . . . , zk が ∂Σ の向きに合うように付けられていると
する。境界上に (k + 1) 個の点のついた (Σ, ∂Σ) から (X,L(u)) への写像 w が境界付き安
定写像であるとは、w の Σ の各既約成分への制限が正則写像で、(Σ, ∂Σ, z0, . . . , zk) の正則
自己同型 f で w ◦ f = w を満たすものが有限群をなすことをいう。β ∈ H2(X,L(u);Z) を
表す (k + 1) 点付き境界付き安定写像の moduli 空間を Mk+1(β) とする。zj , j = 0, . . . , k

2[FOOO1] では次数２の生成元 e も加えて普遍 Novikov 環の定義しているが、ここでは e は加えないで考
える。
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での値を取ることで、 Tn-同変な写像 evj : Mk+1(β) → L(u) が定まる。これを用いて、
k ≥ 0, (k, β) �= (0, 0), (1, 0) に対して多重線形写像

mk,β : (H(L(u))[1])⊗k → H(L(u))[1], mk,β(ξ1 ⊗ · · · ⊗ ξk) = (ev0)!
k∏

j=1

ev∗j ξj

を定義する。ここで (ev0)! は ev0 のファイバーに沿った積分である。外微分 d は H(L(u))
上では 0 であることから m1,0 = 0 とする。m2,0 に対しては、m2,0(ξ1 ⊗ ξ2) = (−1)εξ1 ∧ ξ2,
ε = deg ξ1(deg ξ2 + 1) となることも分かる。更に次の関係式が成り立つ。

∑
β′+β′′=β

∑
k1+k2=k+1

(−1)εimk1,β′(ξ1⊗· · ·⊗ξi−1⊗mk2,β′′(ξi⊗· · ·⊗ξi+k2−1)⊗ξi+k2⊗· · ·⊗ξk) = 0

ここで εi =
∑i−1

j=1(deg ξj + 1) である。この式は大雑把には次の２つのことから従う。
• Mk+1(β) =

⋃
β′+β′′=β

⋃
k1+k2=k+1 Mk1+1(β′)evj ×ev0 Mk2+1(β′′)

• Z,B を compact 有向多様体、 p : Z → B を沈め込みとすると、Z 上の微分形式 η
に対して dp!(η) = p!(dη)± (p|∂Z)!(η|∂Z) が成り立つ。

ここで、H(L(u); Λ0) 上の Λ0-多重線形写像

mk : H(L(u); Λ0)[1]⊗k → H(L(u); Λ0)[1]

をmk =
∑

β mk,β ⊗ T
R

β ω と定める。上記の関係式から {mk}k≥0は フィルター付 A∞-代数
の関係式∑

k1+k2=k+1

(−1)εimk1(ξ1 ⊗ · · · ⊗ ξi−1 ⊗ mk2(ξi ⊗ · · · ⊗ ξi+k2−1)⊗ ξi+k2 ⊗ · · · ⊗ ξk) = 0

を満たす。

定理 3.1. (H(L(u); Λ0), {mk}k≥0) はフィルター付 A∞-代数である。

b ∈ H1(L(u); Λ0) = H(L(u); Λ0)[1]0を用いて{mk}の “変形”できる。B(H(L(u); Λ0)[1]) =
(
⊕

k(H(L(u); Λ0)[1])⊗k)∧ とおく。 ここで ∧ は vT -完備化を表す。余積 Δ を

Δ(ξ1 ⊗ · · · ⊗ ξk) =
k∑

i=0

(ξ1 ⊗ · · · ⊗ ξi)⊗ (ξi+1 ⊗ · · · ⊗ ξk)

で定め、mk を coderivation として m̂k に拡張し、d̂ =
∑

k m̂k とおく。フィルター付 A∞-関
係式は d̂ ◦ d̂ = 0 と同値である。eb = 1+ b+ b⊗ b+ b⊗ b⊗ b+ · · · とし、B(H(L(u); Λ0)[1])
の自己同型 Φb を

Φb(ξ1 ⊗ . . . ξN ) = eb ⊗ ξ1 ⊗ eb . . . eb ⊗ ξN ⊗ eb

と定め、d̂b = (Φb)−1 ◦ d̂ ◦ Φb と定義する。多重線形写像 mb
k を次で定める。

mb
k : H(L(u); Λ0)[1]⊗k ⊂ B(H(L(u); Λ0)[1])

bdb−−−−→ B(H(L(u); Λ0)[1])→ H(L(u); Λ0)
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ここで３つ目の写像はH(L(u); Λ0)[1] への射影である。d̂b は {mb
k} の coderivation として

の拡張の和 d̂b =
∑

m̂b
k と書くことができ、d̂b ◦ d̂b = 0 となることから、{mb

k}k≥0 もフィル
ター付 A∞-代数の構造を定める。
一般には symplectic 多様体の Lagrange 部分多様体に対しては mb

1 ◦ mb
1 = 0 となる b が

存在する保証はないが、compact toric 多様体 X の Lagrangian torus fiber L(u) の場合は
全ての b ∈ H1(L(u); Λ0) に対して

mb
0(1) = m0(1) +m1(b) +m2(b ⊗ b) + · · ·

は フィルター付 A∞-代数の unit3e = PD[L(u)] に Λ0 のある元を掛けたものになるの
で、フィルター付 A∞-代数の関係式を用いると mb

1 ◦ mb
1 = 0 が成り立つことが分かる。

mb
0(1) = POL(u)(b)e で定まる POu = POL(u) を L(u) の potential 関数と呼ぶ4。
(X,L(u)) の potential 関数は、Mk+1(β) �= ∅ である β からの寄与の和で表される。toric

因子 Di の meridian βi に対しては、ev0 : M1(βi) → L(u) は向きを保つ微分同相写像であ
ることなどから、その寄与は e〈b,vi〉T �i(u) であることが分かる。それらの和を取った

POu
0(b) =

d∑
i=1

e〈b,vi〉T �i(u)

を leading order potential 関数と呼ぶ。(X,L(u)) の全ての正則円板は [CO] で記述が与え
られ、Fredholm 正則性も示されている。しかし、既約成分が一つでない境界付安定写像か
らの記述は容易ではない5。
toric Fano 多様体の場合には次が成り立つ。

命題 3.2. 命題 X を toric Fano 多様体、L(u) をその Lagrangian torus fiber とすると、
(X,L(u)) の potential 関数 POu は POu

0 と一致する。

b =
∑

xiei と前出の M の基底 ei を用いて表し、yi = exi =
∑

xn
i /n! とおく。vi =∑

vi,je∗j ∈ N と vi,j を定めると、

POu
0(b) =

∑
y

vi,1

1 · . . . · · · yvi,n
n T �i(u)

と書ける。右辺は y1, . . . , yn に関する Laurent 多項式である。potential 関数も y1, . . . , yn を
用いた表記ができるが、一般には無限個の項が現れる。
前述のように mb

0(1) が unit の定数倍であったことから、mb
1 ◦mb

1 = 0 なので、mb
1 に関す

る cohomologyを取ることができる。これを (L(u), b)の (Bott-Morse型) Floer cohomology
と呼び、HF ((L(u), b); Λ0) と書く。さらに、Leibniz 型公式

mb
1(m

b
2(ξ1 ⊗ ξ2)) +mb

2(m
b
1(ξ1)⊗ ξ2) + (−1)deg ξ1−1mb

2(ξ1 ⊗ mb
1(ξ2)) = 0

も成り立つことが分かる。

3e が unit とは、m2(e ⊗ ξ) = (−1)deg ξm2(ξ ⊗ e) = ξ, mk(· · · ⊗ e ⊗ . . . ) = 0, k �= 2 が成り立つこと。
4[FOOO1] で定義された potential 関数を H1(L(u); Λ0) に制限したものをここでは L(u) の potential 関数

と呼ぶ。
5[FOOO4] に次数２の Hirzebruch 曲面の Lagrangian torus fiber についての計算がある。
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b =
∑

xiei が potential 関数 PO の臨界点である、即ち
∂

∂xi
PO(

∑
xiei) = 0, i = 1, . . . , n

を満たすことは、
mb

1(ei) = 0, i = 1, . . . , n
と同値になる。前出の m1, m2 に対する Leibniz 型公式と、L(u) の常 cohomology H∗(L(u))
が H1(L(u)) で生成され、m2 mod Λ+ が本質的に cup 積であることを合わせると、次が分
かる。
定理 3.3. b が POu の臨界点であること、HF (L(u); Λ0) が Λ0-加群として H∗(L(u) : Λ0)
と同型になること、HF (L(u); Λ0) �= 0 であることは同値である。
toric Fano 多様体の時は PO = PO0 であった。PO0 は y1, . . . , yn の Laurent 多項式

であったので、H1(L(u); (Λ0)×) ∼= H1(L(u); Λ0)/2π
√−1H1(L(u);Z) 上の Λ0-値関数を定

める。
W u

0 (y1, . . . , yn) = POu
0(x1, . . . , xn), yi = exi

とおく。すると、前出の表示からこれらは、u ∈ IntP に限らず u ∈ MR について定まるこ
とが分かる。また、xi ∈ Λ0 と yi ∈ (Λ0)× = Λ0 \Λ+ とは同値であることであることにも注
意する。potential 関数についても、POu(x1, . . . , xn) = W u(y1, . . . , yn) と書けることも分
かるが、Fano 性を仮定しないとこれらは一般に有限和ではなく、u ∈ IntP でないときには
Λ0 に値を取る関数として定まらない。
定理 3.4. 6 (Theorem 7.8 [FOOO2]) X を compact toric Fano 多様体とする。potential 関
数W u

0 : H1(L(u); (Λ0)×)→ Λ0 が臨界点を持つならば、u ∈ IntP である。
toric Fano 多様体の中でも特別な単調な (monotone) 場合を考える。ここで symplectic 多

様体 (X,ω) が単調 (monotone) であるとは、c1(X) = a[ω]7 を満たす正数 a が存在すること
をいう。そのとき、Lagrange 部分多様体 L ⊂ (X,ω) が単調であるとは、L ⊂ X の Maslov
類 μL ∈ H2(X,L;Z) と ω の定める [ω] ∈ H2(X,L;R) が μL = 2a[ω]8を満たすことをいう。
定理 3.5. (Theorem 7.11 [FOOO2] (X,ω)を単調な compact toric多様体とする。Lagrangian
torus fiber で単調なもの L(u0) がただ一つ存在し、L(u0) は potential 関数が臨界点を持つ
ただ一つの Lagrangian torus fiber である。
この定理が主張するのは、Lagrange torus fiber の中で potential function が臨界点 b を

もつものは L(u0) が唯一のものであることで、臨界点 b の個数については後述の定理 3.6 が
ある。Fano とは限らない toric 多様体 (X,ω) の Lagrangian torus fiber L(u) に対しては、
一般にPOu �= POu

0 であるが、leading order potential 関数POu
0 , u ∈ IntP , の臨界点があ

る非退化性を満たすならば、potential POu の臨界点の存在が分かる。このことについては
§10 [FOOO2] を見られたい。

POu が臨界点 b ∈ H1(L(u); Λ0) を持つような u ∈ IntP を持つかどうかについては
以下のことが分かる。M(X) を (u, [b]) ∈ IntP × H1(L(u); Λ0)/2π

√−1H1(L(u);Z) で、
6この事実は Fano 性を仮定しないと反例がある (Example 8.2 Case (3) [FOOO2])。
7これら π2(X) 上に定める準同型が等しいことで十分である
8これらが π2(X, L) 上に定める準同型が等しいことで十分である。
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HF ((L(u), b); Λ0) �= 0 であるものの集合とする。また、(X,ω) の量子 cohomology 環を
QH(X; Λ) とする。

定理 3.6. (Theorem 1.3 [FOOO2] (Fano の場合）, Theorem 1.3 [FOOO5])

M(X) ∼= HomΛ(QH(X; Λ),Λ)

ここで右辺は Λ上の代数としての（非自明な）準同型の集合を表し、空集合とはならない。
特に PO の臨界点が全て非退化であれば、

#M(X) =
∑

dimHp(X;C)

が成り立つ。

この定理は 次節で述べる bulk 変形をした場合にも成り立つ Theorem 1.3 [FOOO5]。

4. bulk 変形

X の量子 cohomology 環の積構造や L(u) に付随したフィルター付 A∞-代数の構造はX
の cocycle を用いて変形することができる。

B(H2(X; Λ0)[2]) を対称化したものを E(H(X; Λ0)[2]) と書く。
Mk+1,�(β) で境界上の点 (z0, . . . , zk のみでなく、Σ の内点 z+

1 , . . . , z+
� も付いた境界付安

定写像で β を表すもののなす moduli 空間を表す。z0, . . . , zk, z
+
1 , z+

� での値を取ることで、
evj :Mk,�(β)→ L(u), j = 0, . . . , k, ev+

i :Mk,�(β)→ X, i = 1, . . . , �

が定まる。これを用いて

qk,� : E�(H(X; Λ0)[2])⊗ Bk(H(L(u); Λ0)[1])→ H(L(u); Λ0)[1]
を

qk,�([y1 × · · · ⊗ y�]⊗ ξ1 ⊗ · · · ⊗ ξk) = (ev0)!(
�∏

i=1

(ev+∗
i yi)

k∏
j=1

(ev∗j ξj))

と定義する。([FOOO3] では Poincaré 双対な Tn-不変 cycle を用いて bulk 変形をしてい
る。微分形式を用いれば yi は toric 因子の近傍に support を持つ Tn-不変なThom 形式を
取ることにあたる。)
これを用いて {mk}k≥0 は X の Tn-不変 cocycle b により、

mb
k(ξ1 ⊗ · · · ⊗ ξk) =

∑
�

qk,�(b⊗� ⊗ ξ1 ⊗ · · · ⊗ ξk)

と変形され、{mb
k}k≥0 も H(L(u); Λ0)上にフィルター付 A∞-代数の構造を与えることが分か

る [FOOO1], [FOOO3]。これを、cycle b による bulk 変形と呼ぶ。b で bulk 変形された　
L(u) に付随したフィルター付 A∞-代数の場合にも、mb

b(1) は PD[L(u)] の Λ0 スカラー倍に
なるので、potential 関数POu

b : H1(L(u); Λ0) → Λ0 が定まる。即ち、POu(x1, . . . , xn) あ
るいは W u(y1, . . . , yn) は b ∈ H(X; Λ0) によりPOu

b(x1, . . . , xn) あるいは W u
b (y1, . . . , yn)

に変形される。一般の compact toric 多様体の場合には、potential 関数は無限個の項の和と
して書かれるため、Jacobi 環 Jac(Wb) の定義は注意を要する。それについては Definition
2.8 [FOOO5] とそれに続く記述を参照されたい。
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量子 cohomology 環の積構造も cocycle b により変形される。b で変形された量子 coho-
mology環を QHb(X; Λ0)と書く。こうして得られた関数族はWu の普遍変形族を与えること
が分かる §11 [FOOO5]。この変形の微分をとることで得られる ks : QH(X; Λ0)→ Jac(W u

b )
について次が成り立つ。

定理 4.1. (Theorem 2.28, 2.31 [FOOO5]) ks : QH(X; Λ0)→ Jac(W u
b ) は Λ0 上の環同型を

与える。

量子 cohomology 環とある関数の Jacobi 環が環同型になることについては、X が toric
Fano 多様体の場合にはBatyrev [B], Givental [Gi1], [Gi2] などの結果があり、Novikov 環係
数での主張は [FOOO2] で示された。我々の研究では、その関数は Lagrangian torus fiber
の Floer 理論に現れる potential 関数として現れる。

5. いくつかの応用

Lagrange 部分多様体 L0, L1
9 が横断的に交わる10とすると、 L0 ∩L1 で生成されたΛ0-加

群にはL1, L0 に付随した２つのフィルター付 A∞-代数上のフィルター付 A∞-双加群の構造
が入る。ここでも、X の cycle b を用いてフィルター付 A∞-代数とその上の双加群の構造を
一斉に変形できる。特に X の cycle b で変形された Li に付随したフィルター付 A∞-加群に
ついて の m

b,bi
0 , i = 0, 1 が unit の定数倍になり、その値、即ち potential 関数の値が一致し

ているとするとき、b, (L0, b0), (L1, b1) の Floer cohomology HF ((L0, b, b0), (L1, b, b1); Λ0

を定義できる。係数環を Λ0 としたままでは、Hamilton 変形での不変性は言えないが、係
数環を Λ に拡大すると Hamilton 不変性を示すことができる。このことを用いると、前節ま
でに述べた結果から次のことが分かる。

定理 5.1. compact toric 多様体 (X,ω) は Lagrangian torus fiber L(u) で、Hamilton 変形
で自分自身から外すことのできないもの11を含む。

定理 3.5 より、monotone な場合には monotone な Lagrangian torus fiber がこの性質を
持つことが分かる。また、compact toric 多様体で複数の non-displaceable Lagrangian torus
fiber を持つものの存在も示すことができる。そのような Lagrange torus fiber が連続濃度現
れることもある。例を後にいくつかつける。
これらの他の応用として、ある compact toric多様体 (X,ω)、例えば、CP 2 の２点 blow-

up とその上の 特別な Kähler 形式 を symplectic 形式としたもの、のHamilton 微分同相写
像群 (の普遍被覆群) 上の Calabi quasimorphism で “独立”なものを無限個構成できること
や、(X,ω) の深谷圏が Floer cohomology の消えていない (L, b) 達から本質的に生成される
こと (M. Abouzaid 氏と我々４人の共著として発表する予定）などもある。

9正確には pair として relative spin 構造をもつことを仮定する。
10ここでの構成は交わり方が clean intersection であるという状況にも拡張できる
11即ち L ∩ φ(L) �= ∅ が全ての Hamilton 微分同相写像に対して成り立つもの。この性質を満たすとき

non-displaceable Lagrange 部分多様体と呼ばれる。
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球面内の等径超曲面と運動量写像:

Hermite対称空間の場合∗

藤井　忍† (広島大学大学院理学研究科 / 大阪市立大学数学研究所)

概要
本講演の内容は田丸博士氏 (広島大) との共同研究に基づく. 本講演では, 4 つの主曲

率をもつ, 球面内の等質等径超曲面を定義する等径関数と, コンパクトで既約な階数 2の
Hermite対称空間の等方表現の運動量写像の関係について述べる.

1 球面内の等径超曲面
本講演の主定理は以下である:

主定理 (F. and Tamaru [3]). G/K を階数 2のコンパクト既約 Hermite対称空間, す
なわち以下のいずれかとする:

(1) SO(n+ 2)/ SO(2)× SO(n),

(2) SU(n+ 2)/S(U(2)×U(n)),

(3) SO(10)/U(5),

(4) E6/U(1)× Spin(10).

さらに, μ : p → k∗ を G/K の等方表現に付随する運動量写像とする. このとき, k∗ 上の
K–不変ノルム ‖ · ‖ で, ‖μ(P )‖2 (ただし P ∈ p) が 4 次の Cartan–Münzner 多項式に
なるものが存在する.

球面 Sn 内の等径超曲面とは, (Sn, 〈, 〉) 上の等径関数 ϕ : Sn → R のレベル集合として
定義される余次元 1の部分多様体である. 球面 Sn 上の等径関数 ϕ : Sn → R は, 以下を

∗ 第 57回幾何学シンポジウム (於 神戸大学, 2010年 8月 6日–9日) 講演予稿.
† E-mail address: shinofu@hiroshima-u.ac.jp
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満たす g 次斉次多項式関数 f : Rn+1 → R を Sn 上に制限することで得られることが知
られている:

(∗)
⎧⎨⎩ ‖grad f(P )‖2 = g2 ‖P‖2g−2

,

Δf(P ) =
m2 −m1

2
g2 ‖P‖g−2

.

ここで, g は異なる主曲率の個数で, g ∈ {1, 2, 3, 4, 6} である. また, mi は主曲率を
λ1 < λ2 < · · · < λg としたときの, m1, m2 の重複度である. このような斉次多項式を
Cartan–Münzner多項式という.

等径超曲面の基本的性質等については尾関–高木–竹内 [5] や宮岡 [4] 等を参照していた
だきたい. 4つの主曲率をもつ, 球面内の等径超曲面のうち, 現在知られているものは, 以
下に挙げる階数 2の対称空間の等方表現の主軌道として得られるものと, OT–FKM型等
径超曲面と呼ばれる, Clifford代数の表現から構成されるものである:

(1) SO(2 + n)/SO(2)× SO(n),

(2) SU(2 + n)/S(U(2)×U(n)),

(3) SO(10)/U(5),

(4) E6/U(1)× Spin(10),

(5) Sp(2 + n)/ Sp(2)× Sp(n),

(6) SO(5)× SO(5)/ SO(5).

このうち, (1)から (4)までは Hermite対称空間である.

我々は 4つの主曲率を持つ, 球面内の等径超曲面に興味を持っている. 特に「4つの主
曲率を持つ球面内の等径超曲面は, 等質か非等質かに依らずに, 全て運動量写像と関係す
るだろう」と予想をしていて, その研究を行っている. もし, この両者が関係あれば, その
関係を利用して球面内の等径超曲面の統一的かつ幾何学的な手法による分類が出来るので
はないかと期待している.

2 Hermite対称空間の等方表現の運動量写像
本節では, 運動量写像の定義とその性質について簡単にまとめ, 主定理の仮定を古典

型の場合に制限した結果を述べておく.

定義 1.

(1) 2n 次元 C∞–多様体 M と, M 上の微分 2–形式 ω で, dω = 0 かつ ω∧n �= 0 な
るものの組 (M,ω) をシンプレクティック多様体といい, ω を M のシンプレク
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ティック形式という.

(2) Lie群 K のシンプレクティック多様体 (M,ω) への作用がHamilton的であると
は, 以下を満たすことをいう:

(i) K–作用はシンプレクティック形式 ω を保つ,

(ii) 運動量写像 μ : M → k∗ が存在する.

ただし, k∗ は K の Lie 代数 k の線型空間としての双対空間である. ここで写像
μ : M → k∗ が運動量写像であるとは,

(a) (dμ)P (Q)(ξ) = ωP (ξ̃P , Q) for P ∈M , Q ∈ TPM , ξ ∈ k,

(b) μ(a.P ) = a.μ(P ) for P ∈M , a ∈ K

を満たすときをいう. ここで ξ̃ は以下で定義される M 上のベクトル場である:

M 	 P
˜ξ
−→ d

dt
exp(tξ).P

∣∣∣∣
t=0

∈ TPM.

運動量写像の性質 (b)は, 運動量写像は K–同変写像であることを意味する.

さて, 階数 2の Hermite対称空間の等方表現について考える. 階数 2の Hermite対称
空間 G/K の等方表現の主 K–軌道が球面内の等質等径超曲面となることが知られている
(特に 4つの主曲率を持つものである). 定義からこの軌道は適当な等径関数 ϕ : p→ R の
レベル集合である. ここで p は g の線型部分空間であって, g = k⊕ p を満たすものであ
る. さらに, この ϕ に対応する 4 次の Cartan–Münzner多項式 f が存在する. 注目すべ
きは f が K–不変であることである. 一方で, 階数 2の Hermite対称空間 G/K の等方表
現が Hamilton作用であることが知られている. したがって, 運動量写像 μ : p → k∗ � k

が存在する. 運動量写像は K–同変写像であり, 適当な K–不変ノルム ‖ · ‖2 との合成を
考えることで 4次の K–不変式を得る.

この 2つの K–不変式の関係について述べたのが定理 2 および主定理である.

定理 2 (F. [2]). G/K を階数 2の古典型コンパクト既約 Hermite対称空間 (つまり, 主
定理内で挙げた階数 2の対称空間のリストの (1), (2), (3)のいずれか) とする. このとき,

(1) 等方表現 K
Ad
� p は ω を保つ,

(2) 運動量写像 μ : p→ k∗ � k は μ(P ) =
1

2
[P, [P,Z]] ∈ k と書ける,

(3) ‖μ(P )‖2 が 4 つの主曲率をもつ球面内の等質等径超曲面を定義する Cartan–

Münzner多項式になるような k∗ 上の K–不変ノルム ‖ · ‖ が存在する.

ただし, Z は J := adZ |p が p 上の複素構造を定めるような g の元である. また, g の
Killing形式から定まる k∗ 上の K–不変内積 〈 , 〉 によって k∗ � k とみなしている. p 上
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のシンプレクティック形式 ω は ω(x, y) := 〈J(x), y〉 で定義する.

注意 3.

(1) 定理 2 で計算して得た Cartan–Münzner多項式は, 尾関–竹内 [7] で計算されてい
るものと本質的には同じものである (違いは k∗ 上の K–不変内積の取り方と計算
方法である).

(2) 定理 2 (2) の運動量写像の記述は Hermite 対称空間の等方表現について成立し,

G/K の階数や古典型・例外型といった性質には依らない.

3 主定理の証明の概略
本節では, 主定理の証明の概略を説明する.

定理 2の証明は, 扱っている Hermite対称空間が “古典型”, つまり “行列で表せる”と
いうことに頼っているため, 例外型 E6/U(1)× Spin(10) に関して同様の方法では計算で
きない. そこで, 定理 2を行列の言葉に頼らずに証明する必要がある.

そのために定理 2 (3) の証明について簡単に説明する. G/K は Hermite対称空間ゆえ,

Lie代数として k = u(1)⊕ k′ を満たすような k の Lie部分代数 k′ が存在する. このとき
g の Killing形式 B と実数 a, b に対して

aB|u(1)×u(1)(·, ·) + bB|k′×k′(·, ·)

は k 上の内積を定める. そこで, 運動量写像 μ の, 上で定めた内積に関するノルム 2乗関
数を

fa,b(P ) = aB|u(1)×u(1)(μ(P ), μ(P )) + bB|k′×k′(μ(P ), μ(P ))

= −a ‖μ1(P )‖2 − b ‖μ2(P )‖2

と定義する. ただし,
p1 : k→ u(1), p2 : k→ k′

をそれぞれ k の u(1), k′ への標準的射影とし, μ1 := p1 ◦ μ, μ2 := p2 ◦ μ である. 主定
理の主張は「上手く a, b を選べば fa,b(P ) が 4次の Cartan–Münzner多項式になる」と
いうことと同値である. この主張を確かめるためには p の正規直交基底 {Pi} に対して
‖grad fa,b(P )‖2, Δfa,b(P ) を計算し, 4次の Cartan–Münzner多項式の条件式 (∗) と比
較すれば良い. 論文 [2]での定理 2の証明は, 各 G/K ごとに p の正規直交基底を一つ固
定し, それを具体的に行列で表記して計算している. 例外型の場合にはこのような計算は
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出来ないので, 正規直交基底を具体的に記述しない計算法が必要なのだが, その鍵となる
のが以下に挙げる命題である. これは階数 2 の古典型 Hermite対称空間の等方表現の不
変式環が 2 変数実係数多項式環であり, 特にその生成系として

{
‖P‖2 , ‖μ(P )‖2

}
が取

れることから予想されたものである.

命題 4 ([3]). G/K を階数 2 のコンパクト既約 Hermite対称空間とするとき, 以下を満
たす α = α(m1,m2), β = β(m1,m2), γ = γ(m1,m2) ∈ R が存在する (m1, m2 は主曲
率の重複度, その他の記号は上と同様):

(1) ‖grad fa,b(P )‖2 = α ‖P‖6 + β ‖P‖2 ‖μ(P )‖2,
(2) Δfa,b(P ) = γ ‖P‖2.
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概均質ベクトル空間と等質空間上の不変平坦な幾何構造

加藤宏尚

幾何学シンポジウム　 2010年 8月 8日

概要

等質空間上での不変平坦な射影構造の存在・非存在問題を考える．これを特に概均質ベクト
ル空間と対応する等質空間上の不変な GL構造の枠組みにおいて考察する．

1 導入
多様体上では様々な幾何構造が考えられるが，本稿ではアトラスによって記述されうる幾何構造
を考える．例えば実多様体上の定曲率リーマン構造や平坦なアファイン構造，平坦な射影構造など
が挙げられる．これらの中でも平坦な射影構造は最も存在しやすい幾何構造である．実際，実多様
体M 上の定曲率リーマン構造や平坦なアファイン構造は，M 上の平坦な射影構造を誘導する．一
方でリー群の等質空間 G/H 上では Gの群構造と適合した幾何構造を考える．この Gの作用で不
変な幾何構造はリー群やリー環の表現と密接に関係する．実際例えば阿賀岡芳夫氏 [1]は実等質空
間上の不変平坦な実射影構造とあるリー環準同型写像が対応することを示している．そして存在・
非存在問題に関して，[1], [9], [3]により不変平坦な実射影構造を許容する実単純リー群は分類され
ており，その結果は sl(n+ 1,R)と su∗(2n) (n ≥ 1)で尽くされる．また [9]においては不変平坦
な射影構造を許容する既約な単連結リーマン対称空間が分類されている．実半単純リー群に関して
は sl(2,R)⊕ sl(3,R)上に不変平坦な実射影構造の存在を確認したが [2]，一般の半単純リー群や，
等質空間に関して分類は未解決である．
本稿では等質空間 G/H 上の平坦な射影構造が G不変であるという条件は，概均質ベクトル空
間の言葉で適切に記述されることを見る．またその応用として既約で不変平坦な複素射影構造を許
容する複素リー群の分類を行う．

2 準備
本節では後の話に必要となる幾何学的準備を行う．本稿で扱う複素多様体M 上の幾何構造は，
複素リー群 A とその閉部分群 B の組で dimA/B = dimM をみたすものにより与えられる．こ
こではさらに次の条件を要請する．A の等質空間 A/B 上への作用は局所的に決定される．即ち
Aの元 aに対して，ある開集合 U が存在し aは U 上の恒等変換を与えるならば aは単位元であ
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る．こうした条件をみたすモデル空間 (A,A/B) に基づき幾何構造を定義する．つまり M 上の
(A, A/B)構造とは、次の条件をみたす極大アトラス {(Uα, ϕα)}α∈A である：

1. ϕα は Uα から A/B のある開集合の上への双正則な写像である．
2. Uα ∩ Uβ �= ∅が空でないような全ての組 (α, β)に対して，Uα ∩ Uβ の各連結成分 C 上，座
標変換 φβ ◦ φ−1

α はある Aの元 τ(C;β, α)によって与えられる．

次に導入するカルタン構造は幾何構造を研究するのに重要な手段を提供する．今 P をM 上の構
造群 B の主ファイバー束，そして ω を Aのリー環 aに値をとる P 上の接続形式とする．次の条
件をみたす (P, ω)の組をM 上の A/B 型のカルタン構造という．

1. B の元 bに対して R∗bω = Ad(b−1)ω が成り立つ．
2. リー環 bの元 Y とその基本ベクトル場 Y ∗ に対して，ω(Y ∗) = Y が成り立つ．
3. P の各元 uに対して，ωu : TuP → aは線形同型写像である．

(P, ω)は等式 dω + 1
2 [ω, ω] = 0が成り立つとき平坦という．このとき次が成り立つ．カルタン構

造の同型については [4]を参照のこと．

定理 1 M 上の (A,A/B)構造はM 上の A/B 型の平坦なカルタン構造の同型類と一対一に対応
する．

M が複素等質空間 G/H のとき，G の元 g は等質空間 G/H 上に左移動 Lg を通して作用し
た．ここで G/H 上の (A,A/B) 構造 {(Uα, φα)}α∈A は次の条件をみたすとき (群 G の作用に関
して) 不変であると言う：G の任意の元 g に対して，Uα ∩ L−1

g (Vβ) の各連結成分上，座標変換
ϕβ ◦ La ◦ ϕ−1

α は Gの元により与えられる．このとき対応するカルタン構造 (P, ω)の群 Gに関す
る不変性は次の条件で与えられる．それは群 Gの P への左作用 L × P 	 (a, u) → La

′(u) ∈ P が
存在して以下の条件をみたす．Lの任意の元 aに対して La

′ はバンドル同型写像を与えカルタン
接続 ω を保つ，即ち L′a

∗
ω = ω が成り立つ．またファイバー束の射影 πP : P → G/H は群 Gの

作用と可換である，即ち πP ◦ La
′ = La ◦ πP．このとき定理 1と同様に次が成り立つ．

定理 2 等質空間 G/H 上の不変な (A, A/B)構造は，G/H 上の A/B 型の不変平坦なカルタン構
造の同型類と一対一に対応する

Gのリー環を g，H のリー環を hとする．ここでMendez, Loperaによる次の定理を参照する．

定理 3 ([7]) 実等質空間 G/H 上の A/B 型の不変平坦なカルタン構造があるリー環準同型写像
f : g → aを誘導する．また逆にリー環準同型写像 f : g → a が f(h) ⊂ bをみたし，f を通して
g/hが a/bとベクトル空間として同型になるとき，単連結実等質空間 G/H 上には不変平坦なカル
タン構造が存在する．

この条件をみたすリー環準同型写像を (A/B)-homomorphism と言う．また 2 つの (A/B)-

homomorphism f1, f2 が同値であるとは，ある B の元 b が存在して f2 = Ad(b)f1 が成り立
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つときを言う．上述した等質空間上の不変平坦なカルタン構造の同型類と不変な (A,A/B)構造の
対応を用いることで次が示される：

定理 4 G を単連結複素リー群，H を連結な G のリー部分群とする．このとき G/H 上の不変
な (A,A/B) 構造全体は，リー環 g の (A/B)-homomorphism の同値類全体と一対一に対応する
([6])．また H が単位元のみからなるとき，Gに対して単連結の仮定は必要でない ([4])．

3 概均質ベクトル空間に付随する等質空間上の幾何構造
本稿で重要な幾何構造について記述する．まず n 次元射影変換群 PGL(Cn+1) :=

GL(Cn+1)/C×I と n次元射影空間 P (Cn+1)の組からなるモデル空間 (PGL(Cn+1), P (Cn+1))

を考えたとき，n次元複素多様体M 上の (PGL(Cn+1), P (Cn+1))構造は平坦な複素射影構造と
呼ばれた．平坦な射影構造は重要な部分幾何構造を多く持つ．ここでモデル空間 (A′, A′/B′) が
(A, A/B)の部分幾何であるとは次の条件をみたすときを言う：リー群の準同型写像 ι : A′ → Aが
存在し，その微分は単射である．そしてB′はBのリー部分群であり，A′/B′とA/Bの次元は等し
い．多様体M上の (A′, A′/B′)構造 {(Vλ, ψλ)}λ∈Λ がM 上の (A, A/B)構造 {(Uα, ϕα)}α∈A の
部分幾何構造であるとは，モデル空間 (A′, A′/B′)が (A,A/B)の部分幾何であり，{(Vλ, ψλ)}λ∈Λ

がM 上の (A, A/B)構造を誘導する時をいう．
実際例えば実射影幾何 (PGL(Rn+1), P (Rn+1)) の部分幾何として，アファイン幾何

(Aff(Rn+1), Rn+1)やユークリッド幾何 (Euc(Rn+1),Rn)，球面幾何 (O(Rn+1), Sn)，双曲幾
何 (SO+(Rn+1

1 ),Hn) などがある．これに対応して，実多様体 M 上の平坦な実射影構造は，M

上の平坦な実アファイン構造や平坦なリーマン構造，球面構造（正の定曲率リーマン幾何構造），
双曲構造（負の定曲率リーマン幾何構造）など多くの幾何構造を誘導する．
ここまでは固定した多様体M 上で平坦な射影構造とその部分幾何構造を考えた．次にM 上の
平坦な複素射影構造からは，1次元高い複素多様体M × C× 上に以下で記述される幾何構造（GL

構造）が誘導されることを見る．
今 π : Cn+1 − {0} 	 v �→ v ∈ P (Cn+1) を自然な射影とし，PGL(Cn+1)v を v に
おける PGL(Cn+1) の固定部分群とする．このとき複素射影空間 P (Cn+1) は等質空
間 PGL(Cn+1)/PGL(Cn+1)v の表示を持つ．また同様にして Cn+1 − {0} は等質空間
GL(Cn+1)/GL(Cn+1)v の表示を持つ．このとき次が成り立つ．

命題 1 n次元複素多様体M 上の平坦な射影構造から，M × C× 上に (GL(Cn+1), Cn+1 − {0})
構造が誘導される．

命題 1 の証明の概略を述べる．まず定理 1 から M 上の平坦な射影構造はある
PGL(Cn+1)/PGL(Cn+1)v 型の平坦なカルタン構造 (P, ω)と対応した．このとき P ×C×は定空
間がM ×C× で構造群が PGL(Cn+1)v の主ファイバー束となり．そしてC× のMaurer-Cartan

形式を ω×C と書くとき，ξ(u,λ) := ωu ⊕ ωCλ : T(u,λ)P × C× → sl(Cn+1)⊕ Cとする．このとき
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(P × C×, ξ)は GL(Cn+1)/GL(Cn+1)v 型の平坦なカルタン構造を与える． �

ここで得られた (GL(Cn+1), Cn+1 − {0})構造を GL構造と呼ぶ．特に等質空間上の GL構造
は概均質ベクトル空間と対応する．ここで概均質ベクトル空間とは Gを複素リー群，ρをその正則
表現，V を表現空間としたときの 3つ組み (G, ρ, V )で，ユークリッド位相に関する開軌道 ρ(G)v

を持つものを言う．またこのような v のことを生成点と言う．
3 つ組 (G, ρ, V ) が概均質であるか否かについては，線形代数群の概均質ベクトル空間のとき
と同様の無限小の条件で特徴付けられる．即ち (G, ρ, V )が概均質ベクトル空間であることは，そ
の無限小の表示 Lie(G, ρ, V )=(g, dρ, V ) について dρ(g)v = V が成り立つことと同値である．そ
こで無限小の 3つ組 (g, f, V )（又はリー環の表現 f : g → gl(V )）で，ある V の元 v が存在して
f(g)v = V をみたすものも概均質ベクトル空間と言う．このとき定理 4を用いて以下の定理 5が
得られる．この定理において複素等質空間 G/H は定理 4と同様の条件をみたし，dimG/H = n

とする．また f : g → gl(Cn+1)をリー環の表現，v を Cn+1 の元とするとき，v における等方部
分代 gv は部分代数 {X ∈ g | f(X)v = 0}のことであるが，射影等方部分代数を gv := {X ∈ g |
f(X)v ∈< v >}で定義する．そして gl(n)の恒等表現を Λ1 : gl(n)→ gl(n)で表す．

定理 5 G/H 上の GL構造全体は次の商集合と一対一に対応する．
{(f, v) | f : g → gl(Cn+1) は概均質ベクトル空間，f(g)v = Cn+1，gv = h}/ ∼．
一方で G/H 上の不変平坦な射影構造は次の商集合と一対一に対応する．

{(f, v) | f⊗Λ1 : g ⊕C → gl(Cn+1)は概均質ベクトル空間，f⊗Λ1(g⊕C)v = Cn+1，gv = h}/ ∼．

定理 5における同値関係は次で定義される．P を GL(Cn+1)の元，リー環の表現と表現空間の元
からなる組 (f, v), (g, w)が同値であるとは，GL構造においてはある GL(Cn+1)の元 P が存在し
て g = Ad(P )f，Pv = w が成り立つときを言う．また平坦な射影構造においては g = Ad(P )f，
Pv = w が成り立つときを言う．

注意 1 不変平坦な射影構造の部分幾何構造である不変平坦なアファイン構造やリーマン構造など
に関しても，同様にある概均質ベクトル空間が対応する．それは，上記の定理において不変平坦な
射影構造に対応する概均質ベクトル空間の条件に，新たな条件を付加する形で記述される [6]．

定理から G/H 上に不変平坦な複素射影構造があれば，1次元高いある等質空間 G̃/H̃ 上に不変
な GL 構造が誘導される．ここで G̃ のリー環は g ⊕ C であり，H̃ のリー環は h と同型である．
また G/H 上に不変な GL 構造が与えられたとき，gv に対して定まる G の連結リー部分群を H

と書くと，G/H 上には不変平坦な射影構造の存在することが分かる．

4 存在・非存在問題への応用
本節では前節で得られた定理の応用として，既約で不変平坦な複素射影構造を許容する複素リー
群の分類について述べる．
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前節で述べたように，複素等質空間上の不変平坦な複素射影構造はある概均質ベクトル空間と対
応する．このとき概均質ベクトル空間の分類理論に注目する．そこでは以下で定義される裏返し変
換という概念が重要である．3つ組 (g, f, V )が (h⊕ gl(n), g ⊗Λ1, V (m)⊗ V (n))という形を持つ
とする．ここで g∗ を g の反傾表現とするとき，(g′, f ′, V ′) := (h ⊕ gl(m − n), g∗ ⊗ Λ1, V (m)∗ ⊗
V (m − n))という形の 3つ組を (g, f, V )の裏返し変換と言う．裏返し変換は概均質ベクトル空間
であることを保つことが知られている [8]．また (g, f, V )が被約であるとは，(g, f, V )の任意の裏
返し変換 (g′, f ′, V ′)に対して dimV ≤ dimV ′ が成り立つときを言う．
概均質ベクトル空間 (G, ρ, V ) について表現 ρ が既約なものを既約概均質ベクトル空間と言う
が，[8]により既約概均質ベクトル空間 (G, ρ, V )の被約な同型類が分類されている．ここで等質空
間上の平坦な射影構造が既約であることを，対応する概均質ベクトル空間が既約であることと定義
する．このとき [8]の分類結果に現れる概均質ベクトル空間から，裏返し変換で得られるものを全
て決定することにより次の定理が得られる．

定理 6 複素リー群 Lが既約で不変平坦な複素射影構造を許容することは次の条件と同値である：
Lのリー環 lが l = sl(a)⊕ sl(m1)⊕· · ·⊕ sl(mk) という形を持ち（a = 2，3，5, k ≥ 1, mi ≥ 1），
等式 a2 +m2

1 + · · ·+m2
k − k − 2am1m2 · · ·mk = 0 をみたす．

注意 2 上記の定理におけるリー環の実形 sl(a,R)⊕ sl(m1,R)⊕ · · · ⊕ sl(mk,R)は不変平坦な実
射影構造を許容する．

また幾何構造が既約であることに関しては，次のような意味がある：等質空間上の不変平坦なア
ファイン構造は，可約な概均質ベクトル空間と対応している．従って等質空間上の既約で不変平坦
な複素射影構造は，不変平坦なアファイン構造を部分幾何構造としてもたない．

[1] Y. Agaoka: Invariant flat projective structures on homogeneous spaces, Hokkaido Math. J. 11

(1982)，125–172.

[2] Y. Agaoka, H. Kato: Invariants and left invariant flat projective structures on Lie groups, in

preparation.

[3] A. Elduque: Invariant projectively flat affine connections on Lie groups, Hokkaido Math. J. 30

(2001)，231–239.

[4] H. Kato: Left invariant flat projective structures on Lie groups and prehomogeneous vector spaces,

in preparation.

[5] T. Kimura: Introduction to Prehomogeneous Vector Spaces, Amer. Math. Soc. (2003).

[6] H. Kato: Prehomogeneous vector spaces and associated geometric structures on homogeneous

spaces, in preparation.

[7] A. Martin Mendez, J. F. Torres Lopera: Homogeneous spaces with invariant flat Cartan structures,

Indiana Univ. Math. J. 56 No.3 (2007), 1233–1260.

[8] M. Sato, T. Kimura: A classification of irreducible prehomogeneous vector spaces and their relative

invariants, Nagoya Math. J. 65 (1977), 1–155.

[9] H. Urakawa: On invariant projectively flat affine connections, Hokkaido Math. J. 28 (1999), 333–

356.
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Damek-Ricci空間内のホロ球面の主曲率について∗

佐藤 弘康†

(東京電機大学 情報環境学部)

1 はじめに
Damek-Ricci空間とは一般化 Heisenberg群（または H-type群）とよばれる 2-step冪零 Lie群
を 1次元拡大した単連結可解 Lie群で Hadamard多様体である．階数 1非コンパクト型対称空間
は負曲率 Damek-Ricci空間と特徴付けられ [2]，この他にも Damek-Ricci空間が対称空間である
ための必要十分条件がいくつか知られている（例えば，[1, Theorem 2, p.111], [3]など）．

n次元Hadamard多様体M には理想境界とよばれる (n−1)次元多様体 ∂M が定まり，ξ ∈ ∂M

に対し，Busemann関数とよばれるM 上の関数 p �→ B(p, ξ)が定まる．この関数 B( · , ξ)の等位
超曲面を ξ ∈ ∂M を中心とするホロ球面とよぶ．
Damek-Ricci空間 S を一般化 Heisenberg群 N の 1次元拡大とし，N の Lie環を nとする．さ
らに，nの中心を z，その直交補空間を vとする．階数 1非コンパクト型対称空間の場合，どのホ
ロ球面も主曲率の値が 1

2 , 1でその重複度はそれぞれ dim v,dim zである．また，このような性質を
満たす Damek-Ricci空間は対称空間に限る．では，対称空間ではないDamek-Ricci空間内のホ
ロ球面の主曲率（Busemann関数のHessianの固有値）はどのような性質をもつのであろうか．
Damek-Ricci空間 S は構成の仕方から S � v × z × R+ と同一視することができる．このとき，
その理想境界 ∂S は N (� n)に無限遠点を加えた集合 N ∪ {∞}と同一視できる．これらの同一視
のもとで，S の Busemann関数 B の Hessian∇dB が以下の性質を満たすことがわかった；

定理 1. S � v× z×R+ を Damek-Ricci空間とし，p = (X,Z, a) ∈ S，ξ ∈ ∂S � N ∪ {∞}とす
る．このとき，

(1) ∞ ∈ ∂S を中心とするホロ球面の主曲率は 1
2 , 1 でその重複度はそれぞれ dim v,dim z であ

る (cf. [1, Proposition, p.88])．
(2) ξ = (x, z) ∈ N で，x − X = 0または z − Z − 1

2 [X,x] = 0のとき，∇dB(p, ξ)の固有値は
0, 1

2 , 1でその重複度はそれぞれ 1,dim v,dim zである．
(3) ξ = (x, z) ∈ N で，x− X �= 0かつ z − Z − 1

2 [X,x] �= 0のとき，∇dB(p, ξ)を接空間 TpS

第 57回幾何学シンポジウム（2010年 8月 6日～9日, 神戸大学）講演予稿．
∗ 本講演は伊藤光弘 氏（筑波大学名誉教授）との共同研究に基づく．
† E-mail : hiroyasu@sie.dendai.ac.jp
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の線形変換とみるとき，TpS は以下を満たす 3つの不変部分空間 Vi (i = 1, 2, 3)の直和に
分解できる；
（a）V1 は勾配ベクトル ∇B を含む 4次元の部分空間で，∇dB|V1 の固有値は 0, 1

2 , 1，重複
度は 1, 2, 1である．

（b）dimV2 = (dim v − dim z − 1)で，∇dB|V2 =
1
2 idである．

（c）「∇dB|V3 の固有値が 1
2 , 1で重複度が (dim z − 1)」⇐⇒ S は階数 1非コンパクト型対

称空間のいずれか．

本講演では，定理 1の証明のアイデアや関連する結果ついて報告する．

2 Hadamard多様体，Busemann関数，ホロ球面
(M, g)を n次元 Hadamard多様体（完備，単連結，非正曲率 Riemann多様体）とする．M の

2つの半開測地線 γi : [0,∞) → M (i = 1, 2) は，任意の tに対し d(γ1(t), γ2(t)) < cを満たす正
の数 cが存在するとき，漸近的であるという．これはM の半開測地線全体の集合に同値関係を定
める．この同値関係による商空間をM の理想境界とよび，∂M と書く．点 ξ ∈ ∂M はある測地線
γ の極限 γ(∞) と見なすことができる．

p0 ∈ M を固定し，ξ ∈ ∂M に対して定まるM 上の関数

M 	 p �−→ B(p, ξ) = lim
t→∞ (d(γξ(t), p)− t)

を p0 を基点とする Busemann関数とよぶ．ただし，γξ(t)は基点 p0 を始点とし，ξ に収束する
半開測地線である．基点をとりかえてもそれらに関する Busemann関数は定数の差しかない．ま
た，Busemann関数は C1 級凸関数で勾配ベクトル ∇B( · ξ)は至るところ |∇B| = 1を満たす関
数と特徴づけられる [5, 補題 4.12, p.301]．
Busemann 関数の等位超曲面 H(p,ξ) := {q ∈ M |B(q, ξ) = B(p, ξ)} を p ∈ M を通り，ξ ∈

∂M を中心とするホロ球面とよぶ．

3 Damek-Ricci 空間
n = (n, [ · , · ], 〈 · , · 〉)を 2-step 冪零 Lie環，zを nの中心，vをその直交補空間とする．線形写
像 J : z → End(v)を

〈JZX,Y 〉 = 〈Z, [X,Y ]〉 (X,Y ∈ v, Z ∈ z)

と定義する．任意の Z ∈ zに対し，JZ ◦JZ = −|Z|2 idv が成り立つとき，nを一般化Heisenberg

環（または H-type環）とよび，nを Lie環とする単連結 Lie群 N を一般化Heisenberg群（ま
たは H-type 群）とよぶ．
一般化 Heisenberg環 n = v ⊕ zの 1次元拡大 s = v ⊕ z ⊕ RAにブラケット積と内積を

[X + Z + lA,X ′ + Z ′ + l′A]s =
l

2
(lX ′ − l′X) + (lZ ′ − l′Z + [X,X ′]) ,

- 130 -



〈X + Z + lA,X ′ + Z ′ + l′A〉s = 〈X,X ′〉+ 〈Z,Z ′〉+ ll′

と定義する．(s, [ · , · ]s)を Lie環とし，〈 · , · 〉s を左不変に拡張した計量を備えた単連結 Lie群 S

をDamek-Ricci空間とよぶ．S � v × z × R+ と同一視すると S の群構造は

(X,Z, a) · (X ′, Z ′, a′) =
(

X +
√

aX ′, Z + aZ ′ +
√

a

2
[X,X ′], aa′

)
.

で与えられる．Damek-Ricci空間 S は Hadamard多様体で，その理想境界は N ∪ {∞}とみなす
ことができる．負曲率 Damek-Ricci 空間は階数 1非コンパクト型対称空間のいづれかであり，S

が対称空間であるための必要十分条件は S の一般化 Heisenberg 群 N が J2 条件（互いに直交す
る任意の Z1, Z2 ∈ zに対して，JZ1 ◦ JZ2 = JZ3 となる Z3 ∈ zが存在する）を満たすことである
（詳細は [1]を参照）．

4 定理 1 (3) の証明のアイデア
Damek-Ricci空間 S を v × z × R+，その理想境界 ∂S を (v × z) ∪ {∞}と同一視するとき，S

の Busemann関数は以下の式で表される；

補題 2 ([4]). p = (X,Z, a) ∈ S，ξ ∈ ∂S とする．このとき，S の単位元を基点とする Busemann

関数は

B(p, ξ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
log

⎛⎝(
a+ 1

4 |x − X|2)2 + ∣∣z − Z − 1
2 [Z, x]

∣∣2
a
((
1 + 1

4 |x|2
)2 + |z|2

)
⎞⎠ , (ξ = (x, z) ∈ N)

− log a. (ξ =∞)

定理 1の証明は Busemann関数の Hessianを具体的に計算するのだが，次の手順で実行する；

• v，zの正規直交基底 {ei}，{fj}をひとつ選ぶ．
• それらと a0 = (0, 0, 1) ∈ sを左不変に拡張した正規直交枠 {A0, Ei, Fj}を構成する．
• 正規直交枠に関する Busemann関数の Hessianの成分を計算する．

このままでは固有値を求めるのは困難であるが，次のように接空間を分解することで具体的な計
算がある程度可能である．2-step冪零 Lie環 nに対し，中心 zの直交補空間 vは X ∈ vを固定す
ることにより

v = ker(ad(X))⊕ JzX

と分解できる．x − X �= 0 かつ z − Z − 1
2 [X,x] �= 0 のとき，e1 を (x − X) 方向，f1 を

(z − Z − 1
2 [X,x])方向にとると Lie環 sは

s = Ra0 ⊕
{

Re1 ⊕ ker(ad(e1)|e⊥1 ∩v)⊕ RJf1e1 ⊕ Jf⊥1 ∩ze1

}
⊕ {

Rf1 ⊕
(
f⊥1 ∩ z

)}
.
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と直和分解できる．ここで，

s1 =Ra0 ⊕ Re1 ⊕ RJf1e1 ⊕ Rf1,

s2 =ker(ad(e1)|e⊥1 ∩v),

s3 =Jf⊥1 ∩ze1 ⊕
(
f⊥1 ∩ z

)
とおき，これらを左不変に拡張した接分布の p ∈ S における部分空間をそれぞれ V1, V2, V3 とおく
と，これらは∇dB(p, ξ)の不変部分空間となり，定理 1の性質を満たすことが確かめられる．

注意 3. (i) V1 は全測地的に埋め込まれた複素双曲平面 CH2 を生成する [1, p.90]．
(ii) Damek-Ricci 空間は漸近的調和多様体（どのホロ球面も平均曲率一定でどれも同じ値をと
る）である．特に Einstein多様体で，スカラー曲率は −( 1

4 dim v+ dim z)に等しい [1, p.85]．ま
た，Busemann関数に Bochnerの公式を適用することにより，Ric(∇B,∇B) = −|∇dB|2を得る．
つまり， Damek-Ricci空間内のホロ球面の主曲率の 2乗和は常に ( 1

4 dim v+ dim z)に等しい．
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Curvature identities derived from the

generalized Gauss-Bonnet formulas

Yunhee Euh1, Jeong Hyeong Park2∗, and Kouei Sekigawa1†

Abstract

Let M = (M, g) be an n-dimensional compact oriented Riemannian manifold.
The Gauss-Bonnet curvature tensor h2k(2k � n) is determined by the complete
contraction of the Gauss-Kronecker curvature tensor Rk of order 2k, namely

h2k =
1

(2k)!
c2kRk (c is the contraction map), which coincides with the intrinsic

curvature invariant of M which appears in the tube formula of Weyl [7]. Here
we recall that Rk is defined by the exterior product of the curvature tensor R

with itself k-times in the ring of curvature structures on M (for the details,

refer to [5]). The functional H2k(g) =
∫

M

h2kdvg is a natural generalization

of the Einstein-Hilbert functional H2(g) =
1
2

∫
M

κdvg . Further, we see easily

that, if n is even (n = 2k), H2k(g) coincides the Euler number χ(M) of M (up
to some constant factor), which is called the generalized Gauss-Bonnet theorem.
Berger [1] discussed the generalized Gauss-Bonnet formula for 4-dimensional case
from the variational theoretic view point and proved that the gradient of the
functional H4 depends only on the curvature tensor and does not include its
covariant derivatives. Further, he gave a negative answer to the problem raised
by Singer (cf. [1], P.293). Recently, Labbi [6] extended the Berger’s result to
higher dimensional cases by using an index free method. In particular, since
the Euler number χ(M) is a topological invariant on M (and hence, does not
depend on the choice of Riemannian metrics on M), it follows from Labbi’s result
that the following identity holds on any n(= 2k)-dimensional compact oriented
Riemannian manifold M :

∗Department of Mathematics, Sungkyunkwan University, Suwon 440-746, Korea, e-mail:
parkj@skku.edu

†Department of Mathematics, Faculty of Science, Niigata University, Niigata, 950-2181, Japan,
e-mail: yunhee.euh@gmail.com(Yunhee Euh), sekigawa@math.sc.niigata-u.ac.jp (Kouei Sekigawa)
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(∗) h2kg −
1

(2k − 1)!
c2k−1Rk = 0.

Labbi also noted that the above equality can be obtained by a purely algebraic
argument in the ring of double forms. Therefore, it follows that the curvature
identity (∗) holds on any even-dimensional Riemannian manifold. However, we
here derive the explicit expressions for the identity in 4- and 6-dimensional cases
following Berger’s variational method in [1] in view of their applications. On the
other hand, a computer can also help to check that the identity (∗) still holds on
any 4-dimensional pseudo-Riemannian manifold. From this fact, taking account
of the arguments in [2], [5] and [6], the following question will naturally arise:

Question Does the identity (∗) hold for any even-dimensional pseudo-Riemannian

manifolds?
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コンパクト型Hermite対称空間の
二つの実形の交叉

田崎博之
筑波大学大学院数理物質科学研究科

tasaki@math.tsukuba.ac.jp

コンパクト型Hermite対称空間の二つの実形 (ある種の全測地的 Lagrange部分
多様体)の交叉が対蹠集合であることを示す。二つの実形が合同であるならば、そ
れらの交叉は大対蹠集合になる。さらに既約コンパクト Hermite対称空間の二つ
の実形の交叉を記述することもできる。本講演の内容は [14]と東京理科大の田中
真紀子さんとの共同研究 [13]に基づいている。

導入
最も簡単な場合の紹介から話を始める。一次元コンパクト型 Hermite対称空間
は、複素射影直線CP 1であり、CP 1を二次元球面とみなすとその実形は大円であ
る。CP 1内の異なる二つの大円は二点で交わり、交点は対蹠点の対になっている。

この現象の一般化がすべてのコンパクト型 Hermite対称空間についても成り立つ
ことを示すのが、この講演の目的である。さらに、既約コンパクトHermite対称
空間内の二つの実形の交点数も記述できる。基本的な部分多様体の交叉に関する
情報は、交叉積分公式を定式化するために必要なことであり、この研究を始めた
動機の一つである。また、実形はLagrange部分多様体になっていて、交点数がわ
かるだけではなく、二つのLagrange部分多様体の交叉の形が対蹠集合になるとい
うこと自身、私にとっては興味深い現象である。
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1 主結果と関連事項
M̄ を Hermite対称空間とする。M̄ の部分多様体M が次の条件を満たすとき、

M を M̄ の実形と呼ぶ。ある対合的反正則等長変換 σ : M̄ → M̄ が存在し

M = {x ∈ M̄ | σ(x) = x}

が成り立つ。実形M は M̄ の全測地的 Lagrange部分多様体になる。
基本的な Hermite対称空間の実形の例を挙げておく。複素 Euclid空間 Cn内の
自然に埋め込まれた実 Euclid空間R

nは実形である。さらに、複素射影空間CP n

内の自然に埋め込まれた実射影空間 RP nも実形である。CP 1内のRP 1は最初に
挙げた例である。

Leung[6]、竹内 [11]はコンパクト型 Hermite対称空間の実形を分類している。
たとえば、複素 Grassmann多様体 GC

r (Cn+r)内の実形は、実 Grassmann多様体
GR

r (Rn+r)、n = 2m, r = 2qのときの四元数Grassmann多様体GH
q (Hm+q)、n = r

のときのユニタリ群 U(n)でつきる。
Riemann対称空間M の点 xに関する点対称を sxで表す。M の部分集合 Sは次
の条件を満たすとき、対蹠集合という。Sのすべての点 x, yに対して sxy = yが成
り立つ。Mの対蹠集合の元の個数の上限を 2-numberといい#2Mで表す。#2M

を与える対蹠集合を大対蹠集合と呼ぶ。これらの概念はChen-長野 [2]が導入した。
対蹠集合と 2-numberに関する例を挙げておこう。n次元球面 Snの点 x ∈ Snを
とると、xにおける点対称 sxの不動点は xと−xだけなので、{x,−x}は大対蹠集
合になる。したがって、#2S

n = 2が成り立つ。さらに、K = R,C,HのときKn+r

の正規直交基底 u1, . . . , un+rをとると、

{{ui1 , . . . , uir}K | 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n + r}

はGK
r (Kn+r)の大対蹠集合になり、#2G

K
r (Kn+r) =

(
n + r

r

)
が成り立つ。対蹠集

合の概念は線形代数における正規直交系の幾何学的拡張とみることができる。
竹内 [12]は、M が対称R空間ならば

#2M = dim H∗(M,Z2), (1)

が成り立つことを証明した。ここで、H∗(M,Z2)はMの係数Z2のホモロジー群で
ある。竹内 [11]はコンパクト型Hermite対称空間の実形は対称R空間であること
も示している。したがって、コンパクト型Hermite対称空間の実形Lの 2-number

は dim H∗(L,Z2)に一致する。

定理 1.1 M をコンパクト型Hermite対称空間とする。M の二つの実形 L1, L2が
横断的に交わるならば、L1 ∩ L2は L1と L2の対蹠集合になる。
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定理 1.2 M をコンパクト型Hermite対称空間とし、L1, L2をM の横断的に交わ
る合同な実形とする。このとき、L1 ∩L2はL1とL2の大対蹠集合になる。すなわ
ち、#(L1 ∩ L2) = #2L1 = #2L2が成り立つ。

定理 1.3 M を既約コンパクトHermite対称空間とし、L1, L2をM 内の横断的に
交わる二つの実形とする。

(1) M = GC
2m(C4m) (m ≥ 2)であり、L1はGH

m(H2m)と合同、L2は U(2m)と合
同ならば、次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = 2m <

(
2m

m

)
= #2L1 < 22m = #2L2.

(2) それ以外の場合、L1 ∩ L2は 2-numberが小さい方の実形の大対蹠集合にな
り、次の等式が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = min{#2L1, #2L2}.

注意 1.4 定理 1.2は最初に述べたCP 1の二つの異なる大円の交叉は対蹠点の対に
なることの一般化になっている。
複素射影空間CP nの任意の実形は、自然に埋め込まれた実射影空間RP nと合同
になる。Howard[4]は、CP nの実形L1とL2が横断的に交わるならば#(L1∩L2) =

n + 1が成り立つことを示しているが、本質的には次の主張を示していることがわ
かる。Cn+1のユニタリ基底 u1, . . . , un+1が存在し、L1 ∩ L2 = {Cu1, . . . ,Cun+1}
が成り立つ。特に、L1 ∩ L2は L1と L2の大対蹠集合になり、さらにCP nの大対
蹠集合にもなっている。その元の個数は#2RP n = #2CP n = n + 1に一致する。
定理 1.2はこの主張の一般化にもなっている。

Hermite対称空間M の Lagrange部分多様体 Lが次の条件を満たすとき、Lを
大域的タイトという (Oh[8])。Lが g · Lに横断的に交わるようなM の任意の正則
等長変換 gに対して

#(L ∩ g · L) = dim H∗(L,Z2)

が成り立つ。注意 1.4より、CP nの実形は大域的タイトになることがわかる。さ
らに、定理 1.2と (1)より次の系が従う。

系 1.5 コンパクト型 Hermite対称空間の任意の実形は大域的タイト Lagrange部
分多様体である。

注意 1.6 n次元複素二次超曲面をQn(C)で表す。Q1(C) = CP 1 = S2であり、この
実形である大円が大域的タイトであることはよく知られている。Q2(C) = CP 1 ×
CP 1 = S2 × S2 であり、この中の二種類の実形は大域的タイトになることを、
Howard[4]の示した Poincaréの公式に基づいた積分幾何学の手法で、入江と酒井
[5]は示している。最近彼らは積分幾何学の同様の手法でQn(C)内の同様の二種類
の実形も大域的タイトになることを示した。系 1.5はこれらの結果の一般化になっ
ている。
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2 証明の概要
Frankel[3]の手法を利用して次の補題を得る。

補題 2.1 ([14]) Mを正の正則断面曲率を持つコンパクトKähler多様体とする。こ
のとき、Mの全測地的コンパクトLagrange部分多様体L1, L2に対して、L1∩L2 �= ∅.

コンパクト対称空間の極大トーラスに関する竹内 [10]の結果と最小軌跡に関す
る酒井 [9]の結果から、次の補題を導くことができる。

補題 2.2 Aをコンパクト対称空間Mの原点oを通る極大トーラスとする。Aから決
まるルート系により基本胞体S ⊂ aを定める。S̄はルート系によりある胞体分割 S̄ =

∪iSiを持つ。A1をMの oを通るもう一つの極大トーラスとし、A1∩A∩ExpSi �= ∅
ならば、ExpSi ⊂ A1 ∩ Aが成り立つ。

定理 1.1の L1, L2は、補題 2.1より必ず交わり、補題 2.2より交叉の形を特定で
き、L1 ∩ L2は L1と L2の対蹠集合になることがわかる。

M をコンパクト対称空間とし、p ∈ M とする。pにおける点対称 spの不動点集
合 F (sp,M)を連結成分に分解し

F (sp,M) =
r⋃

j=0

M+
j

としたとき、各連結成分M+
j をM の pに関する極地と呼ぶ。極地はChen-長野の

導入した概念であり、Chen-長野 [1]や長野 [7]で詳しく調べられている。M がコ
ンパクト型Hermite対称空間の場合、各極地M+

j もコンパクト型Hermite対称空
間になり、Mの実形Lに対してL∩M+

j �= ∅ならばL∩M+
j はM+

j の実形になる。
さらに oを通り横断的に交わる二つの実形L1, L2に対して、定理 1.1よりL1 ∩ L2

は対蹠集合になるため L1 ∩ L2 ⊂ F (so,M)が成り立つ。よって

L1 ∩ L2 =
r⋃

j=0

{(L1 ∩ M+
j ) ∩ (L2 ∩ M+

j )}

となり、L1∩L2の性質は各極地M+
j の二つの実形L1∩M+

j とL2∩M+
j の交叉の性

質に帰着できる。これらを利用して極地による数学的帰納法によって定理 1.2と定
理 1.3を証明できる。定理 1.3の証明ではM の極地M+

j における二つの実形の交
叉が既知のものでなければならないので、証明の順序に工夫が必要になる。また、
Mが既約であってもM+

j は既約になるとは限らない。たとえば複素Grassmann多
様体の極地は、次元の小さい二つの複素Grassmann多様体の積になる。このため、
既約ではない場合も考える必要がある。
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Generalized Finsler structures on 3-manifolds

Tokai University, S. V. Sabau

1 Introduction

A Finsler norm, or metric, on a real smooth, n-dimensional manifold M is a
function F : TM → [0,∞) that is positive and smooth on T̃M = TM\{0}, has
the homogeneity property F (x, λv) = λF (x, v), for all λ > 0 and all v ∈ TxM ,
having also the strong convexity property that the Hessian matrix gij = 1

2
∂2F 2

∂yi∂yj

is positive definite at any point u = (xi, yi) ∈ T̃M .
TxM .
A Finsler structure (M, F ) can be regarded as well as a smooth hypersurface

Σ ⊂ TM for which the canonical projection π : Σ → M is a surjective submer-
sion and having the property that for each x ∈ M , the π-fiber Σx = π−1(x) is
strictly convex including the origin Ox ∈ TxM .

A generalization of this notion is the generalized Finsler structure introduced
by R. Bryant. In the two dimensional case a generalized Finsler structure is a
coframe ω = {ω1, ω2, ω3} on a three dimensional manifold Σ that satisfies some
given structure equations (see [Br2002]).

A generalized Finsler structure defined on a 3-manifold is amenable if the
space of leaves M of the foliation {ω1 = 0, ω2 = 0} is a differentiable manifold
such that the canonical projection π : Σ→ M is a smooth submersion.

The canonical parallel transport Φt : TxM \ 0 → Tσ(t)M \ 0, defined by
the Chern connection (see [BCS2000] for detalis) along a curve σ on M , is
a diffeomorphism that preserves the Finslerian length of vectors. Unlike the
parallel transport on a Riemannian manifold, Φt is not a linear isometry in
general.
This unexpected fact leads to some classes of special Finsler metrics. A Finsler

metric whose parallel transport is a linear isometry is called a Berwald metric,
and one whose parallel transport is only a Riemannian isometry is called a
Landsberg metric.

Landsberg structures have the property that the Riemannian volume of the
Finslerian unit ball is a constant. This remarkable property leads to a proof
of Gauss-Bonnet theorem on surfaces [BCS2000] and other interesting results.
Nevertheless a Gauss-Bonnet theorem on surfaces can be proved even in much
a more general setting ([ISS2010]).

Obviously, any Berwald structure is a Landsberg one. However, there are
no examples of global Landsberg structures that are not Berwald.

Generally speaking, since the examples are scarce, the problem of existence
of Finsler structures with special geometrical properties is one of the main topics
in modern Finsler geometry. The main tool for the study of local existence is
the Cartan-Kähler theory ([IL2003]), and for the global existence, the contact
circles ([GG1995]).
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R. Bryant has proved in [Br2002] that there are analytical K = 1 generalized
Finsler structures on 3-manifolds depending on two functions of two variables
(in the sense of Cartan-Kähler theory). Moreover, he gave the local form of
such a structure that turns out to provide a classical K = 1 Finsler structure
on the 2-sphere.

We were interested in proving a similar result for generalized Landsberg
structures on 3-manifolds in [SSS2010] and in the study of the global existence
of such structures ([SSP2010]). Here are some of our findings.

2 Local issues

Recall that a generalized Landsberg structure is a coframe {ω1, ω2, ω3} on the
3-manifold Σ that verifies the structure equations

dω1 = −Iω1 ∧ ω3 + ω2 ∧ ω3, dω2 = −ω1 ∧ ω3, dω3 = Kω1 ∧ ω2, (1)

with Bianchi identities

dI = I1ω
1 + I3ω

3, dK = K1ω
1 +K2ω

2 − KIω3, (2)

where I and K are smooth functions defined on Σ.
If we denote

Θ1 = dω1 + Iω1 ∧ ω3 − ω2 ∧ ω3, Θ2 = dω2 + ω1 ∧ ω3, Θ3 = dω3 − Kω1 ∧ ω2

θ1 = dI − I1ω
1 − I3ω

3, θ2 = dK − K1ω
1 − K2ω

2 +KIω3,

we obtain the exterior differential system with independence condition (Ĩ,Ω),
where

Ĩ = {Θ1,Θ2,Θ3, θ1, θ2}, Ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 �= 0,

that lives on the 18-dimensional manifold Σ̃ = F(Σ) × R
6. Here F(Σ) is the

frame bundle of the 3-manifold Σ.
By means of Cartan-Kähler theorem it follows

Theorem 1. ([SSS2010])

The linear Pfaffian prolongation (V(Ĩ,Ω), ˜̃I) of the exterior differential sys-

tem Ĩ on Σ̃ is involutive. Moreover, the analytical integral manifolds of ˜̃I depend
on 3 functions of 3 variables.

Since the projection of an integral manifold of the prolongation ˜̃I to Σ̃ is
also an integral manifold of Ĩ, it follows that there exist non-trivial generalized
Landsberg structures on a 3-manifold Σ.

The next step is to find a construction method for the Landsberg structures,
and a local form.

We had obtained the following prescription for constructing generalized
Landsberg structures on 3-manifolds:

• Start with a smooth surface Λ with local coordinates z1, z2, and consider
the functions m̄, u : Λ→ R which satisfy the PDE

m̄z1z2 = γ1m̄z2 + γ2m̄z1 , m̄z2z2 = −(γ1mz1 − γ2mz2) + u2 + divγ, (3)

where γ = d(log u), i.e. 1
uuzi = γi, i = 1, 2. The existence of such an m̄ and u

is guaranteed by the Cartan-Kähler theorem (see [SSS2010], Proposition 8.1).
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• Denote by g = u2[(dz1)2+(dz2)2] the corresponding Riemannian metric
on Λ conformal equivalent to the flat metric;

• Construct the g-orthonormal frame bundle ν : F(Λ) → Λ with the
tautological 1-forms α1, α2 and the Levi-Civita connection form α3;

• Lift the function m̄ to Σ := F(Λ) as m̃ := ν∗(m̄);
• Construct the coframe {ω̄1, ω̄2, ω̄3} on Σ = F(Λ) given by

ω̄1 =
1
m̃
(α3 − m̃2

m̃
α1), ω̄2 =

1
m̃

α1, ω̄3 = α2, (4)

where m̃ = ν∗(m̄).
Then, we have
Theorem 2. ([SSS2010])

The coframe {ω̄1, ω̄2, ω̄3} constructed above is a generalized Landsberg struc-
ture on the 3-manifold Σ = F(Λ).

We obtain now easily the normal form of this generalized structure:

ω̄1 =
1
m̃

[
dt − ∗d(log u)− u m̃2

m̃

(
cos(t)dz1 − sin(t)dz2

)]
ω̄2 =

u

m̃

(
cos(t)dz1 − sin(t)dz2

)
, ω̄3 = u

(
sin(t)dz1 + cos(t)dz2

)
,

(5)

where m̃ = ν∗(m̄), m̃2 = ν∗( 1
u

∂m̄
∂z2 ) and t ∈ [0, 2π] is the fiber coordinate over

z = (z1, z2) ∈ Λ. Here, we denote again the prolongation ν∗(u) of u to F(Λ) by
the same letter.

3 Global issues

We would like now to study the global existence of special generalized Finsler
structures such as K = 1, or Landsberg type. We have found that the theory
of contact circles developed by G. Geiges and J. Gonzalo ([GG1995]) can be of
great help. Let us recall that a 3-manifold is said to admit a contact circle if
it admits a pair of contact forms (α1, α2) such that for any (λ1, λ2) ∈ S1, the
linear combination λ1ω

1+λ2ω
2 is also a contact form. A contact circle (α1, α2)

is called a taut contact circle if the contact form λ1ω
1 + λ2ω

2 defines the same
volume form for all (λ1, λ2) ∈ S1. This is equivalent with saying that the pair
(α1, α2) satisfies

α1 ∧ dα1 = α2 ∧ dα2 �= 0, α1 ∧ dα2 + α2 ∧ dα1 = 0 (6)

is called a taut contact circle. If they satisfy

α1 ∧ dα1 = α2 ∧ dα2 �= 0, α1 ∧ dα2 = α2 ∧ dα1 = 0 (7)

then it is called a Cartan structure.
One can easily see that, if (Σ, ω) is a generalized Finsler structure, then

(ω1, ω3) is a Cartan structure if and only if K = 1, i.e. we have a positive
constant Gauss curvature generalized Finsler structure.

Recall that a generalized Finsler structure with K = 1 is a coframe {ω1, ω2, ω3}
on the 3-manifold Σ that verifies the structure equations

dω1 = −Iω1∧ω3+ω2∧ω3, dω2 = −ω1∧ω3, dω3 = ω1∧ω2−Jω1∧ω3. (8)
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with Bianchi identities

dI = I1ω
1 + Jω2 + I3ω

3, dJ = J1ω
1 − Iω2 + J3ω

3, (9)

where I and J are smooth functions defined on Σ.
It follows
Theorem 3. ([SSP2010]) Let (Σ, ω) be a generalized Finsler structure

with K = 1. Then

1. the 3-manifold Σ admits a K-Cartan structure (α1 := ω3, α2 := ω1) with
the structure function R = 1− I2 − J2 + J1 − I3;

2. the 3-manifold Σ is diffeomorphic to a quotient of the Lie group G under
a discrete subgroup Γ of G, acting by left multiplication, where G is one
of the following:

(a) S3 = SU(2), the universal cover of SO(3),

(b) S̃L2, the universal cover of PSL2(R),

(c) Ẽ2, the universal cover of the Euclidean group, i.e. orientation pre-
serving isometries of R

2.

3. the indicatrix foliation of (Σ, ω) coincides with the foliation {α2 = 0, α3+
ϕ = 0}, where ϕ is a one form on Σ that satisfies dϕ = (1− R)α1 ∧ α2.

In the case (Σ, ω) is a classical Finsler structure this foliation is amenable.

Let us recall ([GG1995]) that the Lie group structure of G gives an invari-
ant coframe {α1, α2, α3} on G s.t.

dα1 = α2 ∧ α3, dα2 = α3 ∧ α1, dα3 = εα1 ∧ α2,

where {α1, α2, α3} is the dual coframe of {e1, e2, e3}, and ε = 1 for SU(2),
ε = −1 for S̃L2, and ε = 0 for Ẽ2. These are 1, 0, (−1)-Cartan structures on
SU(2), Ẽ2 and S̃L2, respectively.

If a discrete subgroup Γ is given, then {α1, α2, α3} descends to any left
quotients. These structures are called the standard Cartan structures on
G/Γ.

Using these we get
Theorem 4. ([SSP2010])
Let (Σ, ω) be a generalized Finsler structure with K = 1. Then

1. If G = S̃L2 or Ẽ2, then there exists a discrete subgroup Γ and a diffeo-
morphism Φ : G/Γ → Σ such that (α1, α2) := Φ∗(ω3, ω1) is a Cartan
structure on G/Γ homothetic to the standard Cartan structure (α̃1, α̃2).

2. If G = SU(2), then the same conclusion is true provided Γ is non-abelian.

Conversely, starting from a left quotient, we can show:
Theorem 5. ([SSP2010])

If Σ is a left quotient G/Γ (Γ non-abelian for G = SU(2)), and (α1, α2)
the standard Cartan structure on G/Γ. For any invariant one form ϕ := ϕ1α

1+
ϕ1α

2 on Σ, let us denote by v the solution of dϕ = ( 1
v − R)α1 ∧ α2.
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Then, the coframe {ω1 = vα2, ω2 = α3 + ϕ, ω3 = vα1} is a global
defined generalized Finsler structure with K = 1 on G/Γ.

Let (Λ, g) be a Riemannian surface, and Σ its orthonormal frame bundle.
The tautological 1-forms {θ1, θ2} ∈ STΛ give a Cartan structure on Σ called
the Liouville-Cartan structure of (Λ, g), where STΛ is the unit cotangent
bundle ([GG1995]).

In the Finslerian setting, we obtain
Theorem 6. ([SSP2010]) Let (Λ0, g) be a Riemannian surface of genus

g, let F = Isom0(Λ0) be the orientation preserving isometry group, and let Σ
be the covering space of STΛ0/dF which is diffeomorphic to G/Γ, where G is
SU(2), Ẽ2 and S̃L2, for g = 0, g = 1 and g > 1, respectively.

Then, the Liouville-Cartan structure of STΛ0 induces a generalized Finsler
structure with K = 1 on Σ for an appropiate (Λ0, g) and F .

Similar arguments give
Theorem 7. Let (Σ, ω) be a generalized Landsberg structure s.t. K > 0,

K1 = 0.
Then,

1. the pair (α1 :=
√

Kω2, α2 := ω3) is a Cartan structure on Σ;

2. the 3-manifold Σ is diffeomorphic with a left quotient G/Γ.
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Handle attaching in wrapped Floer homology and brake orbits in

classical Hamiltonian systems

入江慶∗

京都大学大学院理学研究科

概要

古典ハミルトン系において，一定の条件を満たすエネルギー超曲面の上には brake orbitが存在するという
結果（Bolotinによる）の別証明を，wrapped Floer homologyという不変量の計算を通して与える．

1 古典ハミルトン系
シンプレクティック多様体とその上の関数（ハミルトニアンとよぶ）の組をハミルトン系という（多様体も関
数も C∞ 級とする）．シンプレクティック多様体を (M, ω), ハミルトニアンをH とするとき，iXH

ω = −dH に
より定まるM 上のベクトル場 XH を H をハミルトニアンとするハミルトンベクトル場という．dH(XH) = 0

より XH の積分曲線は H の値が一定のところを動くので，与えられた a ∈ Rに対して H−1(a)の上に XH の
周期軌道が存在するかどうかを問うことが意味をもつ．ここでは，この問題を古典ハミルトン系において考察
する．
はじめに古典ハミルトン系の定義を説明する．N をリーマン多様体，V ∈ C∞(N)とする．このとき，T ∗N

には自然なシンプレクティック形式 ωN :=
∑

1≤i≤n

dpi ∧ dqi が入る．ここで (q1, . . . , qn)は N 上の局所座標であ

り，pi は各ファイバー上の dqi 成分を表す．そこで，HV ∈ C∞(T ∗N)を HV (q, p) = V (q) + |p|2/2で定める
と，(T ∗N, ωN )と HV の組はハミルトン系になる．これを古典ハミルトン系という．x = (q, p)とおいて方程
式 ẋ = XHV

(x)を書き直すと，V をポテンシャルとする N 上の運動方程式

q̇ = p, ṗ = −∇V (q)

が得られる．古典ハミルトン系においては，前述の問題に対して次の解答が与えられている：

定理 1.1 (Bolotin [1]). N をリーマン多様体，V ∈ C∞(N)とする．aをHV の正則値とし，H−1
V (a)がコン

パクトとすると H−1
V (a)の上には XHV

の周期軌道が存在する．

H−1
V (a) ∩ N = ∅ のときは，N のリーマン計量をうまくとりかえることで，「閉リーマン多様体上には閉

測地線の存在する」というよく知られた事実から，H−1
V (a) 上に XHV

の周期軌道が存在することが分かる
（Maupertuis-Jacobiの原理）．そこで H−1

V (a) ∩N �= ∅の場合が問題となる．このときは次が成り立つ．

定理 1.2 ([1]). N, V, a を定理 1.1 のとおりとする．H−1
V (a) ∩ N �= ∅ が成り立つとき，l > 0 および

x : [0, l]→ H−1
V (a)で ẋ = XHV

(x)かつ x(0), x(l) ∈ N を満たすものが存在する．

∗ iriek@math.kyoto-u.ac.jp
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定理 1.2 の条件を満たす x を brake orbit という．Brake orbit x : [0, l] → T ∗N があると，I : T ∗N →
T ∗N ; (q, p) 	→ (q,−p)を用いて y : [0, 2l]→ T ∗N を

y(t) =

{
x(t) (0 ≤ t ≤ l)
I
(
x(2l − t)

)
(l ≤ t ≤ 2l)

で定めると，XHV
の周期軌道になる．ゆえに H−1

V (a) ∩N �= ∅の場合も定理 1.1が成り立つ．
今回の講演では，Wrapped Floer homologyという不変量の計算に関する結果を紹介し，その系として上の

定理 1.2が導けることを説明したい．

2 Wrapped Floer homology

2.1 Liouville triple

この講演では，wrapped Floer homologyは，3つ組 (M, λ,L)であって次を満たすものに対して定義する：*1

(1) (M, ω)は境界を持つ 2n次元コンパクト多様体．
(2) LはM の n次元コンパクト多様体で，∂M と横断的に交わっており，∂L = L ∩ ∂M．
(3) λはM 上の 1-形式で，次を満たす．
（a）(M, dλ)はシンプレクティック多様体．
（b）λ|L = 0．
（c）(∂M, λ)は接触多様体であり，M の向きから誘導される ∂M の向きについて λ ∧ (dλ)n−1 > 0．

このような 3つ組を仮に Liouville tripleと呼ぶことにする．条件 (3)-(b)より Lは (M,dλ)のラグランジュ部
分多様体であることに注意されたい．

2.2 Liouville tripleの完備化

Liouville triple に対する完備化という操作を説明する．(M, λ, L) を Liouville triple とする．このとき
i : ∂M → ∂M × {0}; z 	→ (z, 0)とおいて

M̂ : = M ∪i ∂M × [0,∞)

L̂ : = L ∪i ∂L× [0,∞)

とおく．さらに，λ ∈ Ω1(M)を λ̂ ∈ Ω1(M̂)に

λ̂ :=

{
λ (on M)
er(λ|∂M )

(
on ∂M × [0,∞)

)
で拡げる（ただし r は [0,∞)成分を表す）．そこで (M̂, λ̂, L̂)を (M,λ, L)の完備化という．このとき (M̂, dλ̂)

はシンプレクティック多様体であり，λ̂|L̂ = 0である．特に L̂は M̂ のラグランジュ部分多様体である．

2.3 M̂ 上のハミルトニアン

Liouville triple (M, λ,L) に対する wrapped Floer homology WFH∗(M, λ, L) の定義は次の二段階に分か
れる．

*1 (3)は強すぎる条件であるが，今の目的にはこれで十分である．
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(1)「よい性質」を持つ H ∈ C∞(M̂)に対して，WFH∗(H)を定義する．
(2) WFH∗(H)を H について極限をとることでWFH∗(M,λ, L)を定義する．

ここではまず，上の (1)でのべた「よい性質」とは何か説明したい．H ∈ C∞(M̂)に対して，

C(H) :=
{
x : [0, 1]→ M̂

∣∣ x(0), x(1) ∈ L̂, ẋ = XH(x)
}

とおく．XH の生成するフローを (ϕt)tとおき，x ∈ C(H)に対して，dϕ1 : Tx(0)M̂ → Tx(1)M̂ が dϕ1(Tx(0)L̂)∩
Tx(1)L̂ = 0 を満たすとき，xは非退化であるという．
さて，H ∈ C∞(M̂)に対する「よい性質」として，次の三つを考える：

(1) ある r0 > 0, a > 0, b ∈ Rが存在して，∂M × [r0,∞)において H(z, r) = aer + bと書ける．
(2) C(H)は有限集合．
(3) 任意の x ∈ C(H)は非退化．

これらを満たす H ∈ C∞(M̂)全体の集合をH(M̂)と書くことにする．また，a, bは H から決まるので aH , bH

と書く．

2.4 Wrapped Floer homology

H ∈ H(M̂)に対する wrapped Floer homology WFH∗(H)の定義を説明する．まず，一般に H ∈ C∞(M̂)

に対して，C(H)の非退化な元には指数が定義できる．指数は常に Z値で定義できるとは限らないが，たとえば
π1(M, L) = π2(M, L) = 0ならば Z値で定義でき，3節で計算する場合にはこの条件を満たしている．

k を整数とする．C(H) の指数 k の元で生成される自由 Z2 加群をWFCk(H) と書く．微分WFCk(H) →
WFCk−1(H)を定義するために，M̂ 上の概複素構造の族 J = (Jt)0≤t≤1 をとる．*2

x, y ∈ C(H)に対して，u : R× [0, 1]→ M̂ であって方程式

∂su− Jt(∂tu−XH ◦ u) = 0,

u
(
R× {0, 1}

)
⊂ L̂,

u(s)→ x (s→ −∞), u(s)→ y (s→∞)

を満たすもの全体の集合を M̂H,J(x, y)と書く．ただし三つ目の式で u(s)は写像 [0, 1] → M̂ ; t 	→ u(s, t)を表
しており，収束は C∞ 収束とする．上の方程式は sについて対称性を持つので，M̂(x, y)には自然な R作用

σ · u(s, t) = u(s− σ, t) (σ ∈ R)

が定まる．この R 作用による M̂(x, y) の商をM(x, y) とおく．J を generic にとると，M(x, y) は indx −
ind y − 1次元多様体の構造を持つ．さらに，indx− ind y = 1のときは，M(x, y)は有限点集合となる．そこ
で，微分 ∂H,J : WFCk(H)→WFCk−1(H)を

∂H,J [x] =
∑

y∈Ck−1(H)

�MH,J (x, y) · [y]
(
x ∈ Ck(H)

)
で定めると ∂2

H,J = 0が成り立ち，さらに複体
(
WFC∗(H), ∂H,J

)
のホモトピー型は J によらないことが証明で

きる．そこで，そのホモロジー群をWFH∗(H)と書き，H の wrapped Floer homologyという．
次に，各H に対するWFH∗(H)の極限をとってWFH∗(M, λ,L)を定義する．H,H ′ ∈ H(M̂)が aH ≤ aH′

を満たすとき，適切な PDEの解の個数を数えることで準同型 ϕHH′ : WFH∗(H)→WFH∗(H ′)を定義するこ
とができる．また，aH ≤ aH′ ≤ aH′′ のとき

ϕHH′′ = ϕH′H′′ ◦ ϕHH′

*2 J = (Jt)0≤t≤1 はいくつかの条件を満たす必要があるが，それについては省略する．
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が成り立つ．そこで H(M̂)における関係 ≤を H ≤ H ′ ⇐⇒ aH ≤ aH′ で定め，擬順序集合
(
H(M̂),≤

)
の上

で帰納極限をとって
WFH∗(M,λ, L) := lim−→

H∈H(M̂)

WFH∗(H)

とする．WFH∗(M, λ,L) を Liouville triple (M, λ, L) の wrapped Floer homology という．Wrapped Floer

homologyは次のような変形不変性を持つ：

命題 2.1. (M,λs, L)0≤s≤1 を Liouville tripleの滑らかな族とすると，WFH∗(M, λ0, L) ∼= WFH∗(M, λ1, L)．

この命題から，ただちに次を得る：

系 2.2. Liouville triple (M, λ,L) と (M, λ′, L) について dλ = dλ′ ならば WFH∗(M, λ, L) ∼=
WFH∗(M, λ′, L)．

証明.
(
M, sλ + (1− s)λ′, L

)
0≤s≤1

が命題 2.1の条件を満たす．

系 2.2より，WFH∗(M, λ, L)は dλだけで決まっていることが分かる．そこで，以降しばしばWFH∗(M,λ, L)

をWFH∗(M, dλ,L)と書くことにする．

3 主結果
[3] の主結果を説明したい．本節を通じて N をリーマン多様体，V ∈ C∞(N) とし，a は HV の正則値で

H−1
V (a)はコンパクトかつ H−1

V (a) ∩N �= ∅とする．次の補題は初等的な議論で示すことができる．

補題 3.1. Da := H−1
V

(
(−∞, a]

)
とおく．このとき，Da上の 1-形式 μであって dμ = ωN かつ (Da, μ, Da∩N)

が Liouville tripleとなるものが存在する．

次が [3]の主結果である．

定理 3.2. μが補題 3.1の条件を満たすならば，WFH∗(Da, μ, Da ∩N) = 0.

dμ = ωN より，定理 3.2はWFH∗(Da, ωN , Da ∩N) = 0とも書けることに注意されたい．
定理 3.2から定理 1.2が導けることを説明したい．μが補題 3.1の条件を満たすとし，Rを (∂Da, μ)上のレー
ブベクトル場，すなわち iR(dμ) = 0, μ(R) = 1を満たすものとする．dμ = ωN |∂Da

であるので，∂Da 上の分
布 RRと RXHV

は一致する．したがって定理 1.2を示すためには，Rの積分曲線 x : [0, l]→ ∂Da で l > 0か
つ x(0), x(l) ∈ N を満たすものの存在を示せばよい．これは，次の補題から従う：

補題 3.3. (M, λ,L) を Liouville triple とし，R を (∂M, λ) 上のレーブベクトル場とする．R の積分曲線
x : [0, l]→ ∂M で l > 0かつ x(0), x(l) ∈ Lを満たすものが存在しないなら，WFH∗(M, λ,L) ∼= H∗(L, ∂L)．

補題 3.3は L上の有限次元モース理論への帰着により証明されるが，詳細は省略する．さて，H∗(L, ∂L) �= 0

であるので，WFH∗(M, λ, L) = 0ならば Rの積分曲線 x : [0, l] → ∂M で l > 0かつ x(0), x(l) ∈ Lを満たす
ものが存在することが分かる．これを (M, λ,L) = (Da, μ,Da ∩N)に対して適用すればよい．
最後に，定理 3.2の証明の方針を説明する：

(1) まず，WFH∗(Da, ωN , Da ∩N)はDa ∩N の微分同相類のみにより決まることを示す．これは wrapped

Floer homologyの変形不変性（命題 2.1）から容易に従う．ここで ∂(Da ∩N) = H−1
V (a)∩N �= ∅であ

るので，Da ∩N は空でない境界を持つコンパクト多様体である．
(2) 次に，Da ∩N が円板 Ddim N と微分同相な場合に定理が正しいことを示す．これは，定義に戻って具体
的に計算することで確かめられる．
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(3) 最後に，Da ∩ N のトポロジーを k-ハンドル（1 ≤ k ≤ dim N − 1）の付加により変えても
WFH∗(Da, ωN , Da ∩ N) が変わらないことを示す．境界が空でない n 次元コンパクト多様体は，円板
Dn の有限直和に対して k-ハンドル（1 ≤ k ≤ n− 1）の付加を繰り返すことで得られるので，(2)とあわ
せて Da ∩N が一般の場合にも定理が正しいことが分かる．

Symplectic homologyという不変量に対して，(3)と類似した（より一般的な）結果がK.Cieliebakにより [2]

で示されており，(3)はその結果の wrapped Floer homology版といえる．
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自由剛体の固有ベクトル写像と Kummer曲面

多羅間 大輔∗

京都大学大学院情報学研究科数理工学専攻

1 序
本稿は，成木勇夫先生（立命館大学）との共同研究 [6]の紹介である．
自由剛体の力学系とは，微分幾何学的にいえば３次元回転群上の左不変 Riemann計量に関する測
地線の力学系のことであるが，完全積分可能な Hamilton力学系の典型的な例である．自由剛体の
運動は，幾何学的力学系理論の標準的手法である Hamilton力学系の簡約の操作を通して，角運動量
に関する Euler方程式で記述されることがわかる．この Euler方程式の積分曲線は，２つの第一積
分の３次元 Euclid空間に作る等位２次曲面の共通部分として得られる（実）楕円曲線に一致する．
さらに，可積分系の理論では，Euler方程式に同値なパラメタ付き Lax方程式（Manakov方程式）
を考察することは自然である．Lax方程式の固有値を保つ性質によって，Manakov方程式に付随し
て，スペクトル曲線（この代数曲線も楕円曲線である）や固有ベクトル写像（固有ベクトル直線束）
が定義される．ここでは，この自由剛体の固有ベクトル写像に関して，複素代数幾何学的に考察し
たい．
固有ベクトル写像（固有ベクトル直線束）の複素代数幾何学的解釈についていえば，P. A. Griffiths
が，[3]でより一般の Lax方程式について，固有ベクトルをスペクトル曲線から射影空間への，積分
曲線の点でパラメタ付けられた正則写像の族と理解し，Lax方程式の流れの線形化についてコホモ
ロジー論的解釈を与えている．自由剛体のManakov方程式も Griffithsの理論が適用できる一例と
なっている．（[3, 1]を参照．）しかし，ここでは３次元自由剛体のManakov方程式の場合に絞って，
固有ベクトル写像についてより深い数学的構造を調べることを目標とする．
実は，積分曲線を複素化して考えることによって，３次元自由剛体の固有ベクトル写像は，積分
曲線とスペクトル曲線からなる直積型 Abel 曲面から複素射影平面への有理型写像とみなすことが
できる．本研究では，この有理型写像の性質について，複素代数曲面論の観点から考察した．基本
的な主結果として，この有理型写像からある Kummer曲面が得られ，それによって有理型写像の分
解が与えられることが分かる．さらに，ここで得られる Kummer曲面には，積分曲線およびスペク
トル曲線から複素射影平面への正則写像の族に対応するいくつかの楕円ファイバー空間の構造があ
ることがわかっており，複素射影平面のある円錐曲線のペンシルや，３次曲線の族と Cremona変換
によってそれらの間の関係が記述できることがわかっている．これらの事柄について，お話させて
いただきます．

∗ JSPS Research Fellow, E-mail:dsktrm@amp.i.kyoto-u.ac.jp

- 150 -



2 Euler方程式とManakov方程式
序でも述べたが，３次元自由剛体の力学系とは３次元回転群 SO(3)の左不変 Riemann計量に関
する測地線の力学系で，余接束 T ∗SO(3)上の Hamilton力学系であるが，Hamilton力学系の簡約
（シンプレクティック簡約，あるいは Euler-Poincaré 簡約）の手法を用いることで，角運動量ベク
トル p ∈ R

3 に関する Euler方程式

dp

dt
= p× (A−1p)

によって記述されるとしてよい．ただし，×は R
3 の通常の外積を表し，剛体のかたちをあらわす慣

性テンソル Aは正値 3 × 3対称行列である．この力学系は，ふたつの第一積分 H(p) =
1
2
pTA−1p，

L(p) =
1
2
pTpをもつ．Euler方程式の積分曲線は，H，Lの等位２次曲面の共通部分として得られ

る楕円曲線 C に一致する．
Euler方程式は Lie環の同型 R : (R3,×)→ so(3)によって，

dΠ
dt

= [Π,Ω]

と書き換えられる．ここで，Π := R(p)と Ω := R(A−1p)とは，Aから定まる 3× 3対称行列 Jに
よる線形な関係式 Π = JΩ + ΩJを満たす．（適当な座標系を選んで A = diag(I1, I2, I3)とすれば，
J = diag(J1, J2, J3) = diag(I2 + I3, I3 + I1, I1 + I2)となる．）すると，Euler方程式が次のパラメ
タ付き Lax方程式（Manakov方程式）と同値であることは簡単に確かめられる：

d

dt

(
Π+ λJ2

)
=
[
Π+ λJ2,Ω+ λJ

]
.

ただし，λ ∈ Cがパラメタである．Lax方程式の性質により，3 × 3行列 Π + λJ2 の固有値は積分
曲線に沿って不変である．これによって，固有方程式 det

(
Π+ λJ2 − μE

)
= 0 がアファイン平面

C2 : (λ, μ)に定めるアファイン曲線あるいはその完備化 C ′ ⊂ P2(C)を考えることとなるが，これ
をスペクトル曲線という．スペクトル曲線も楕円曲線である．実は，２つの楕円曲線 C と C ′ とは
Aを固定するごとに同種な楕円曲線である．（[1, 5]を参照のこと．）
一方，行列 Π+ λJ2 の固有値 μに属す固有ベクトル v = (α, β, γ)T ∈ C3 \ {0}について考えてみ
る．当然ながら，次の線形方程式が満たされる：

(
Π+ λJ2 − μE

)
v =

⎛⎝J2
1λ− μ −p3 p2

p3 J2
2λ− μ −p1

−p2 p1 J2
3λ− μ

⎞⎠⎛⎝α
β
γ

⎞⎠ = 0. (1)

(1)について，一般の固有値は縮重がなく単純であることに注意しておきたい．したがって，一般の
固有ベクトル v は定数倍の不定性を除いて (1)によって一意的に決定される．次節では，この固有
ベクトルの複素代数幾何学的側面について考察し，本稿での問題設定を明確にし，主要な結果に関
しても述べる．
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3 固有ベクトル写像の代数幾何学
前節の最後に述べように，固有ベクトル v は一般に定数倍の不定性があるが，P2(C)の点とみな
すことができる．線形方程式 (1)は，積分曲線 C 上の点 (p1, p2, p3)およびスペクトル曲線 C ′ 上の
点 (λ, μ)に対して，点 (α : β : γ) ∈ P2(C)を対応づける対応を定めていると考えることができる．
すると，この固有ベクトル v について次のような捉え方があろう：

1. 積分曲線 C とスペクトル曲線 C ′ の直積から複素射影平面 P2(C)への（有理型）写像
2. 積分曲線 C 上の点でパラメタ付けられたスペクトル曲線 C ′ から P2(C)への正則写像の族
3. スペクトル曲線 C ′ 上の点でパラメタ付けられた積分曲線 C から P2(C)への正則写像の族

序で触れた Griffithsの捉え方は 2のそれである．しかし，幾何学的には 1の捉え方が一番素朴であ
り，2や 3の捉え方を包摂している．したがって，1の捉え方にしたがって考察し，後に 2や 3の観
点でも見直してみたい．
そこで，(1)を２つの楕円曲線の直積 C × C ′ から P2(C)への有理型写像

f : C × C ′ − · · · → P2(C)

とみなしてその性質を考察する．ただし，簡単のため積分曲線 C も複素化して，P3(C)内の２つの
２次曲面の完全交叉と考えることとする．
次が，基本的な結果である．証明の概略は次節で述べる．

定理 1. 固有ベクトル写像 f : C × C ′ − · · · → P2(C)に対して，Kummer曲面 S がとれて次の分
解が与えられる．

C × C ′ f
− · · · → P2(C)��� ↗

S

正則写像 S → P2(C)は P2(C)のある２次曲線と４次曲線の和として得られる６次曲線を分岐因子
とする２重被覆であり，有理型写像 C × C ′ − · · · → S は直積型 Abel曲面 C × C ′ の対合による商
曲面の非特異化（Kummer曲面の標準的な定義になっている）で得られる．

次節でみるように，上で掲げた固有ベクトル写像の捉え方 2および 3は，それぞれここで得られ
る Kummer曲面 S に楕円ファイバー空間の構造を定めることがわかる．

4 Kummer曲面 S と射影平面の幾何学
前節の固有ベクトル写像 f : C × C ′ − · · · → P2(C)について考察する．少し長い計算を行うと，
この有理型写像 f は P2(C)の２重-２重被覆で与えられることがわかる．(α : β : γ)を適当に射影
変換して得られる P2(C)の斉次座標 (A : B : C)を用いると，その分岐因子は次のようにあらわさ
れる：
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(i) ２重被覆 d1：２次曲線 C0:y1A
2+y2B

2+y3C
2 = 0および 4次曲線Q:y1B

2C2+y2C
2A2+

y3A
2B2 = 0の和として得られる６次曲線が分岐因子．

(ii) ２重被覆 d2：２次曲線C0:y1A
2+y2B

2+y3C
2 = 0，C1:B2 = C2，C2:C2 = A2，C3:A2 = B2

の和として得られる８次曲線が分岐因子．

ただし，y1，y2，y3は，慣性テンソルAの固有値（慣性主軸）と初期値にのみよる係数で y1+y2+y3 = 0

を満たす．
ここに現れる２次曲線 C0，C1，C2，C3 および４次曲線 Q に関して，その配置を調べると次
のようになることがわかる．すなわち，２次曲線 C0，C1，C2，C3 はすべて４点 (A : B : C) =

(1 : ±1 : ±1) を通る円錐曲線のペンシルに属し，C1，C2，C3 はその特異円錐曲線（それぞれ
２直線の和）である．P2(C) 上の一般の位置にある４点を通る円錐曲線はただひとつのペンシ
ルをなすことに注意されたい．また，各特異円錐曲線 C1，C2，C3 の２直線の交点はそれぞれ
(A : B : C) = (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1) である．一方，４次曲線 Q については，こ
れは４点 (A : B : C) = (1 : ±1 : ±1) を通りその各点で C0 と接することがわかる．しか
も，Q は３点 (A : B : C) = (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1) で通常２重点を持つ．また，
A 	→ 1

A
,B 	→ 1

B
,C 	→ 1

C
なる Cremona変換 τ を施すと円錐曲線 C0 と４次曲線 Qとは互いに移

りあうこともわかる．４点 (A : B : C) = (1 : ±1 : ±1)は Cremona変換 τ の固定点でもある．
そこで，２重被覆 d1 について考える．分岐因子 C0 +Qが特異点を持つため，それを解消した上
で２重被覆をとることにする．これらの特異点はすべて単純特異点であるから，得られる非特異曲
面 S はＫ３曲面であることがわかる．（一般に，６次曲線で分岐する P2(C)の２重被覆はＫ３曲面
であることがわかっている．このことに関しては，たとえば，[2]を参照のこと．）特異点解消は具体
的には次のように行う．まず，Q の３つの２重点 (A : B : C) = (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)

でブローイングアップを行う．続いて，Qと C0 の４接点 (A : B : C) = (1 : ±1 : ±1)の各点でブ
ローアップし，各々の例外曲線上の Q，C0 の固有変換が交わる点でもブローイングアップを行う．
この段階で，２重被覆 d1 の分岐因子は非特異となり，得られる曲面 S も非特異である．
さらに，２重被覆 d2 が惹き起こす，S の２重被覆 d̃2 の分岐因子は，S 上の互いに交わらない１
６本の自己交叉数 −2の曲線であることが確かめられる．このことによって，S は Kummer曲面で
あることが示される．（[2]を参照．）
以上で，定理 1の主張は大略示されたこととなるが，さらに，Kummer曲面 S はいくつかの楕円
曲面の構造をもつ．これを調べる際に有用なのは，以下の定理である．（[7]を参照．）

定理 2. K ３曲面 X に自己交叉数 −2 の既約成分からなる互いに交わらない自己交叉数 0 の因子
D1, · · · , Dk が与えられたとする．このとき，X は P1(C)上の D1, · · · , Dk を特異ファイバーにも
つ楕円曲面の構造が入る．

この定理を用い，さらに詳しい考察を行うことで，上記の Kummer曲面 S は P1(C)上の４つの
I∗0 型特異ファイバー（楕円曲面の特異ファイバーの分類等詳しいことは，[2, 4]を参照していただき
たい）をもつ楕円曲面の構造で，以下のように特徴づけられるものが得られる：

• 楕円曲面 π0 : S → P1(C)：２重被覆 d1 : S → P2(C) によって P2(C) 上の４点 (A : B :

C) = (1 : ±1 : ±1)を通る円錐曲線のペンシルと対応づけられる．
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• 楕円曲面 π1, π2 : S → P1(C)：２重被覆 d1 : S → P2(C)によって P2(C)上の７点 (A : B :

C) = (1 : ±1 : ±1), (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)を通り２次曲線 C0 と４次曲線 Qとにそ
れぞれ接する３次曲線の族と対応づけられる．π1 と π2 とは S の自己同型写像で移りあう．

楕円曲面 π1, π2 のファイバーに対応する P2(C) 上の７点 (A : B : C) = (1 : ±1 : ±1), (1 :

0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1) を通り２次曲線 C0 と４次曲線 Q とにそれぞれ接する３次曲線は，
y1q

2
1+y2q

2
2+y3q

2
3 = 0なる係数 q1, q2, q3を用いて，q1A(B2−C2)+q2B(C−A)+q3C(A−B) = 0

とあらわすことが可能である．これらの３次曲線は，先にふれた Cremona変換 τ について不変で
あることが容易に確かめられる．（一方，４次曲線 Qと２次曲線 C0 は Cremona変換 τ によって互
いに移りあうのであった．）
ここで，3 節で述べた，固有ベクトル写像のいくつかの捉え方についてふりかえっていただき
たい．本稿の立場では，固有ベクトル写像とは有理型写像 f : C × C ′ − · · · → P2(C) であった
が，捉え方 2 のように，積分曲線 C 上の点でパラメタ付けられたスペクトル曲線 C ′ から P2(C)

への正則写像の族，と考えることも，また，捉え方 3 のように，スペクトル曲線 C ′ 上の点で
パラメタ付けられた積分曲線 C から P2(C) への正則写像の族，と考えることも可能である．実
は，この捉え方 2 でのスペクトル曲線からの正則写像の像の族は，上で現れた P2(C) 上の７点
(A : B : C) = (1 : ±1 : ±1), (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)を通り２次曲線 C0 と４次曲線 Qとに
それぞれ接する３次曲線の族であることが少し長い計算によって確かめられる．したがって，捉え
方 2には楕円曲面 π1, π2 が対応することが分かる．他方で，捉え方 3での積分曲線からの写像の像
の族は，P2(C)上の４点 (A : B : C) = (1 : ±1 : ±1)を通る円錐曲線のペンシルとなることもわか
る．よって，捉え方 3には楕円曲面 π0 が対応する．
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A∞型超ケーラー多様体の体積増大度

服部　広大

東京大学大学院数理科学研究科

1 概要
本講演の主結果は次の通りである. リーマン多様体 (X, g)に対し, p0 ∈

X を中心とする半径 rの測地球の体積を Vg(p0, r)と書くことにする. こ
のとき, 任意の 3 < α < 4に対して,

0 < lim inf
r→+∞

Vg(p0, r)

rα
, lim sup

r→+∞

Vg(p0, r)

rα
< +∞

を満たす実 4次元完備リッチ平坦多様体 (X, g)が存在する.

2 リーマン多様体の体積増大度
リーマン多様体 (X, g)に対し, p0 ∈ X を中心とする半径 rの測地球の
体積を Vg(p0, r)と書くことにする. このとき, Vg(p0, r)は r > 0に関して
非減少であり, 正値であることに注意しておく.

定義 2.1. 非減少な関数 f : R>0 → R>0に対して

0 < lim inf
r→+∞

Vg(p0, r)

f(r)
, lim sup

r→+∞

Vg(p0, r)

f(r)
< +∞

を満たすならば, この両者は同値 Vg(p0, r) �r f(r)であると定める.

次の命題は, Bishop-Gromovの比較定理より従う.

命題 2.2. (X, g)をリッチ曲率が下に有界なリーマン多様体とする. この
とき, 任意の 2点 p0, p1 ∈ Xに対して

0 < lim inf
r→+∞

Vg(p1, r)

Vg(p0, r)
, lim sup

r→+∞

Vg(p1, r)

Vg(p0, r)
< +∞
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が成立する.

命題 2.2によって, 体積増大度が次のように定義される.

定義 2.3. (X, g)をリッチ曲率が下に有界なリーマン多様体とする. 非減
少な関数 f : R>0 → R>0と, ある p0 ∈ Xに対して Vg(p0, r) �r f(r)とな
るとき, f(r)を gの体積増大度と呼ぶ. 命題 2.2より, 体積増大度は測地
球の中心 p0の取り方に依らない.

ここまではリッチ曲率が下に有界であることを仮定してきたが, さらに
強く, リッチ曲率が非負ならば次のことが Bishop-Gromovの比較定理よ
り従う.

命題 2.4. (X, g)のリッチ曲率は非負であるとする. このとき,

lim
r→+∞

Vg(p0, r)

rn
< +∞

が存在する. ただし n = dimXである.

命題 2.4を言い換えると,
「リッチ曲率が非負であるような n次元リーマン多様体の体積増大度は,
高々rnである. 」
ということを主張している.

3 非コンパクト完備超ケーラー多様体
まず, 超ケーラー多様体の定義を述べる.

定義 3.1. (X, g)を実 4n次元リーマン多様体とし, I1, I2, I3をX 上の複
素構造とする. また, gは各複素構造 Iiに関してエルミート計量であると
する. (I1, I2, I3)が I2

1 = I2
2 = I2

3 = I1I2I3 = −idを満たし, 各基本 2-形式
ωi := g(Ii·, ·)が閉形式であるとき, (X, g, I1, I2, I3)を超ケーラー多様体と
呼ぶ. また, この gを超ケーラー計量と呼ぶ.

注 3.2. 任意の超ケーラー計量はリッチ平坦である. 故に体積増大度が定
義され, 命題 2.4よりその増大度は高々rdim X となる.

ここでは, 実 4次元非コンパクト完備超ケーラー多様体の例とその体積
増大度をいくつか紹介する.
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R
kをユークリッド空間, T lを平坦計量付きトーラスとし, R

k × T lにこ
れらの直積計量を入れる. このとき, k = 1, 2, 3, 4に対してR

k × T 4−kは
非コンパクト完備超ケーラー多様体であり, 体積増大度は rkである.
次に平坦でない超ケーラー多様体の例を挙げる. Γを SU(2)の有限部

分群とする. SU(2)はC2への自然な作用を持つので, ΓもまたC2に作用
する. そこで, C2/Γのminimal resolutionを

π : X → C2/Γ

とする. ここで, E := π−1(0)とおくと, π|X\E : X\E → (C2/Γ)\{0}は微
分同相であることに注意する. また, rを C2/Γ上の原点からの距離をあ
らわす関数とする.

定理 3.3 ([8]). X上には以下の性質を満たす完備超ケーラー計量 gが存
在する.

gij = δij +O(r−4). (1)

ただし, gijは (π−1)∗gのユークリッド座標 {x1, x2, x3, x4}に関する座標表
示であり, δijはクロネッカーのデルタ (すなわち, ユークリッド計量の座
標表示 )である.

(1)の性質を満たすリーマン多様体は, ALE (Asymptotically Locally
Euclidean)計量と呼ばれる. (正確には, gijの微分が無限遠でしかるべき
オーダーで減衰することも条件に含める.) すなわち, ALEとは大雑把に
言えば「無限遠での挙動がユークリッド計量に充分近い計量」という意
味である. 従って, 定理 3.3の超ケーラー計量の体積増大度は r4となる.
上記の状況で,特にΓ = Zk (k ≥ 0)のとき, X上には以下のようなALE

でない計量の存在が知られている.

定理 3.4 ([7]). Γ = Zk (k ≥ 0)のとき, X上の完備超ケーラー計量 hで,

体積増大度が r3となるものが存在する.

このように, 体積増大度が rk(k > 0は整数)となる例は, 計量が平坦で
ない場合でも存在する.
これに対し [2][3][9]では,体積増大度が r

2n
n+1 となる複素 2n次元完備リッ

チ平坦ケーラー計量が構成されている. 従って, n = 2とすれば実 4次元
完備超ケーラー計量で体積増大度が r4/3となるものが存在することがわ
かる.
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4 A∞型超ケーラー多様体の体積増大度
定理 3.3で述べたALE空間は, Γ = Zk+1のときは特にAk型ALE空間
と呼ばれる. Ak型ALE空間は初めGibbonsとHawkingによって構成さ
れた [4]. 彼らの構成法は, k+1個のパラメーターを最初に設定し, ある手
続きに従うと b2 = kの実 4次元完備超ケーラー多様体が構成できる, と
いうものである.
それに対し Anderson-Kronheimer-LeBrunは, 可算無限個のパラメー

ターから出発して [4]と同様の手続きを踏むと, b2 =∞の実 4次元完備超
ケーラー多様体が構成されることを示した [1]. また, 同じ超ケーラー多様
体が超ケーラー商としても構成できることがGotoによって示されている
[5]. 彼らによって構成されたこの実 4次元完備超ケーラー多様体を, 本講
演ではA∞型超ケーラー多様体と呼ぶことにする.
[1]では, 下記のパラメーターの空間

(ImH)Z0 := {λ = (λn)n∈Z ∈ (ImH)Z;
∑
n∈Z

1

1 + |λn|
< +∞}

の各元 λ ∈ (ImH)Z0 に対して, A∞型超ケーラー多様体 (Xλ, gλ)を構成し
ている. ここで, ImH = R

3は四元数代数Hの純虚数からなる 3次元の部
分空間である. すると, 多様体Xλはパラメーター λの取り方に依らない
が, 超ケーラー計量 gλは λに応じて変わる. 筆者は, 各 λに対して gλの
体積増大度を評価し, 以下の結果を得た.

定理 4.1 ([6]). 任意の λ ∈ (ImH)Z0 と p0 ∈ Xλに対し, Vgλ
(p0, r)は

0 < lim inf
r→+∞

Vgλ
(p0, r)

r2τ−1
λ (r

2)
≤ lim sup

r→+∞

Vgλ
(p0, r)

r2τ−1
λ (r

2)
< +∞

を満たす. ただし, 関数 τλ : R≥0 → R≥0は

τλ(R) :=
∑
n∈Z

R2

R + |λn|

によって定義される.

特に, λをうまくとって定理 4.1を使うことにより, 次のような体積増
大度を持つ完備超ケーラー多様体の存在を示した.

定理 4.2 ([6]). 任意の 3 < α < 4に対し, 体積増大度が rαとなるような
A∞型超ケーラー計量 gλが存在する.

- 158 -



参考文献
[1] Anderson, T., Kronheimer, P., LeBrun, C.: Complete Ricci-flat

Kähler manifolds of infinite topological type. Commun. Math.

Phys. 125, 637-642 (1989)

[2] Bando, S., Kobayaslai, R.: Ricci-flat Kähler metrics on affine

algebraic manifolds, Geometry and analysis on manifolds. Lect.

Notes Math. 1339, Sunada, T. (editor) 20-31, Berlin Heidelberg

New York, Springer (1988)

[3] Bando, S., Kobayaslai, R.: Ricci-flat Kähler metrics on affine

algebraic manifolds II. Math. Ann. 287, 175-180 (1990)

[4] Gibbons, G.W., Hawking, S.W.: Gravitational multi-instantons.

Phys. Lett. 78B:4, 430-432 (1978)

[5] Goto, R.: On hyper-Kähler manifolds of type A∞. Geom. Funct.
Anal. 4, No. 4, 424-454 (1994)

[6] Hattori, K.: The volume growth of hyperkähler manifolds of type

A∞, preprint. arXiv:math.DG/1006.5504v1

[7] Hawking, S.W.: Gravitational Instantons. Phys. Lett. A60, 81

(1977)

[8] Kronheimer, P.B.: The construction of ALE spaces as hyper-

Kähler quotients. Journal of Diff. Geom. 29, 665-683 (1989)

[9] Tian, G., Yau, S.T.: Complete Kähler manifolds with zero Ricci

curvature I. Journal of the American Mathematical Society Vol.

3, No. 3, 579-609 (1990)

- 159 -



偏極多様体の相対安定性について

新田 泰文 (立命館大学理工学部)

1 はじめに
本講演は, 満渕俊樹先生 (大阪大学)との共同研究 [9]に基づく. 偏極多様体における特殊計量の存在問題

は, その多様体の幾何学的不変式論の意味での安定性との関係が示唆され ([13], [14]), これまでに様々な観
点から議論がなされてきた. 特に定スカラー曲率ケーラー計量の存在問題においては以下の予想が知られ
ており, 現在も非常に活発に研究が進められている:

予想 1 (Donaldson-Tian-Yau予想). 偏極多様体 (M,L)について, c1(L)が定スカラー曲率ケーラー計量
を持つための必要十分条件は (M, L)がK-安定であることであろう.

一方, 端的ケーラー計量の存在について, どのような安定性が対応しているのかという問題を考えること
が出来るが, このことについては現在の所, 漸近的相対 Chow-安定性 ([8])と相対K-安定性 ([12])が知られ
ている. Donaldson-Tian-Yau予想の直接の一般化として, 以下の予想が知られている. 偏極多様体 (M, L)
の正則自己同型群 Aut(M)の極大コンパクト部分群K について, ケーラー類 c1(L)に関する端的ケーラー
ベクトル場 V ∈ k = LieK を取る. Tex を Gの代数的トーラス T でその極大コンパクト部分群が K に含
まれ, さらに V が生成する 1次元代数的トーラスを含むようなもの全体からなる集合とし, T ∈ Texを固定
する.

予想 2. 偏極多様体 (M, L)について, c1(L)が端的ケーラー計量を持つための必要十分条件は (M, L)が T

に関し相対K-安定であることであろう.

本講演ではこの予想に関わる基本的な問題として, 与えられた二つの相対安定性の間の関係について考
察する. T ∈ Tmin と仮定して, 以下の問題を考える (Tmin の定義は次節を参照せよ).

問題 1. 偏極多様体 (M, L)が T に関して相対 K-安定ならば, (M,L)は T に関して漸近的相対 Chow-安
定か？

講演では, この問題に関して得られた最近の研究成果について紹介したいと思う.

2 相対K-安定性と相対Chow-安定性
ここでは偏極多様体の相対K-安定性と相対 Chow-安定性の定義を行う. まず, 幾つかの必要な言葉の準

備を行う. 以下, M を n次元連結コンパクト複素多様体とし, LをM 上の非常に豊富な正則線束とする.
(組 (M, L)のことを偏極多様体と呼ぶ. ) M の正則自己同型群 Aut(M)の極大連結線型代数部分群 Gを,
Chevalley分解によって

G = RC � U

と表す. ただし RC は簡約代数群で U は Gの冪単根基である. G, RC の Lie環をそれぞれ g, rとおく. こ
こで, [2]において漸近的 Chow-半安定性の障害として定義された Lie環の指標

Fp : g→ C, p = 1, · · · , n
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を考える. F1 は定数倍を除いて M の二木不変量と一致する. r の中心 z について部分空間 a ⊂ z を
a := {A ∈ z | Fp(A) = 0, p = 1, · · · , n} で定義する. ここで, [3] で定義された非退化な対称二次形式
〈, 〉0 : g× g→ Cを用いて, 複素 Lie環 b0 ⊂ zを

b0 := {B ∈ z | 〈A, B〉0 = 0 (∀A ∈ a)}

で定義する. この時 kerF1 は tex := CV と直交するので, tex ⊂ b0 が成り立つ.
さて,

Vm := H0(M,O(Lm)), m = 1, 2, · · ·

とおく. gのM への無限小作用は L上の無限小作用へとリフトするので, このことから Vm への作用が
自然に誘導される. さらにその traceless partを考えることで g ⊂ sl(Vm)とみなすことが出来る. ここで
sl(Vm)上の対称二次形式 〈, 〉m を

〈A, B〉m := Tr(AB)/mn+2, A,B ∈ sl(Vm)

で定義する (この時 〈, 〉m は z ⊂ sl(Vm)上非退化であることに注意せよ). 複素 Lie環 bm ⊂ zを

bm := {B ∈ z | 〈A, B〉m = 0 (∀A ∈ a)}

で定義し, zの部分 Lie環で,
bm, m = 0, 1, 2, · · ·

によって生成されるものを tmin とおく (例えば, Aut(M)が離散的な場合や [2], [4]における漸近的 Chow-
半安定性の障害が消えている場合は tmin = {0}となる). Tmin を, Gの代数的トーラス T でその極大コン
パクト部分群がK に含まれ, その Lie環 t := LieT について

tmin ⊂ t

となるようなもの全体からなる集合とする. このとき, tex ⊂ tmin なので, Tmin ⊂ Tex が成り立つ.
任意の T ∈ Tex についてその Vm への作用を考え, weight分解によって

Vm =
νm⊕
k=1

V (χm,k)

と表す. ただし χm,k は T の指標で

V (χm,k) = {v ∈ Vm | g · v = χm,k(g)v}

である. この分解に対して, 代数的部分群 Sm ⊂ SL(Vm)を

Sm :=
νm∏
k=1

SL(V (χm,k))

で定義し, SL(Vm) における Sm の中心化群を Hm とおく. このとき, T の SL(Vm) における中心化群
Zm(T ) ⊂ SL(Vm)について, Zm(T ) = Hm · Sm が成り立ち, その Lie環 zm(T )については

zm(T ) = hm + sm

となる. ただし hm = LieHm, sm = LieSm である. 任意の複素部分 Lie環 x ⊂ SL(Vm)について

xZ := {X ∈ x | exp(2π
√
−1X) = idVm}

とおく. 特に xが可換な場合, xR := xZ ⊗Z Rとおいてこれを xの実部分 Lie環とみなす. ここで x = hm と
し, hm 上の非退化二次形式 〈, 〉m について tの直交補空間をとり, これを t⊥m と表す. 対応するHm の代数
的トーラスを T⊥

m とおき, Zm(T )の部分代数群 Gm(T )を

Gm(T ) := T⊥
m · Sm
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で定義する.
一方, [8]で定義された (hm)R 上の “piecewise bilinear form” 〈, 〉′m によって tの直交補空間を取り, これ

を t⊥′
m とおく (この部分の厳密な定義は [8]を参照せよ). t⊥′

m を用いて, (hm)Z の部分集合 (g′m)Z を

(g′m)Z = (t⊥′
m )Z + (sm)Z

で定義する.

2.1 相対Chow-安定性

以上の準備の下で, 相対 Chow-安定性の定義を行う. T ∈ Tex を固定する. m ∈ Nについて小平埋め込
み Φ|Lm| : M → P∗(Vm)を考え, Mm := Φ|Lm|(M) ⊂ P∗(Vm)とおく. dm をMm ⊂ P∗(Vm)の次数とし,
Wm := {Symdm(Vm)}⊗n+1とおく. このとき, M̂m ∈ W ∗

mで [M̂m] ∈ P∗(Wm)がMmの Chow-点となるよ
うなものが, 定数倍を除いて一意的に存在する. W ∗

m上の自然な SL(Vm)-作用が誘導するGm(T )の作用を
考える.

定義 1.

1. 軌道Gm(T ) · M̂mがW ∗
mの閉集合であるとき, (M,Lm)は T に関して相対 Chow-安定であるという.

2. 十分大きな任意のm� 1について (M, Lm)が T に関して相対 Chow-安定である時, (M, L)は T に
関して漸近的相対 Chow-安定であるという.

2.2 相対K-安定性

次に相対K-安定性の定義を与える. T ∈ Texを固定する. 任意のX ∈ zm(T )Zに対して, [11]の方法でX

が生成する (M,L)の test configurationを構成する (test configurationの定義は [1]を参照). X は Vm 上
の C∗-作用を生成するので, これを

ϕX : C∗ → Zm(T )

と表す. 部分代数多様体MX ⊂ P∗(Vm)× A1 を⋃
t∈C∗

(ϕX(t)(Mn)× {t}) ⊂ P∗(Vm)× A1

の閉包として定義し, πX :MX → A1 を自然な射影 P∗(Vm)× A1 → A1 のMX への制限とする. この時,
MX には自然な方法で, A1 には

C∗ × A1 → A1, (s, t) 	→ st

によってC∗が作用しているが, これらの作用について πX はC∗-同変な射影射である. さらに, p1 :MX →
P∗(Vm)を自然な射影 P∗(Vm) × A1 → P∗(Vm)のMX への制限とし, LX := p∗1(P

∗(Vm)(1))とおく. この
時 LX は πX について relatively very ampleで, 定義より任意の z ∈ A1 \ {0}について

(MX
z ,LX

z ) ∼= (M, Lm)

が成り立つ. ただし, 任意の z ∈ A1 についてMX
z := π−1

X ({z})で, LX のMX
z への制限を LX

z とする. ま
た,MX 上の C∗-作用は自然に LX 上の C∗-作用へとリフトする. よって, (MX ,LX)は (M,L)の指数m

の test configurationとなる. さらに, T の P∗(Vm)への作用は P∗(Vm) × A1 への作用を誘導するが, T は
ϕX の作用と可換であるためこの作用はMX を保つ. 従って, (MX ,LX)上の T -作用が誘導されるが, こ
れは (MX ,LX)上の C∗-作用と可換である.
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さて, 自然数 l ∈ Nについて, A1上のベクトル束 EX
l をOA1(EX

l ) = (πX)∗{(LX)l}で定義する. この時,
十分大きな l� 1について

(EX
l )0 ∼= H0(M0,O((LX

0 )
l))

が成り立つ. Nl := dimC Vlm = dimC(EX
l )0 とし, (EX

l )0 に誘導される C∗-作用の weightを wl とおく. こ
の時, 十分大きな l� 1について,{

Nl = anln + an−1l
n−1 + · · ·+ a1l + a0,

wl = bn+1l
n+1 + bnln + · · ·+ b1l + b0

と書くことが出来る. ここに ai, bj (i = 0, · · · , n; j = 0, · · · , n+ 1)は有理数で lに依存しない. 従って, 十
分大きな l� 1について, 商 wl/lNl は

wl

lNl
= F0 + F1l

−1 + F2l
−2 + · · ·

と展開することが出来る. ここで Fi = Fi(MX ,LX) ∈ Q, (i = 0, 1, 2, · · · ) は l に依存しない. この時,
F1 = F1(MX ,LX)を, test configuration (MX ,LX)の Donaldson-Futaki invariantと呼ぶ.
以上の準備の下, 相対K-安定性を以下で定義する.

定義 2. 任意の X ∈ (g′1)Z \ gについて F1(MX ,LX) < 0となるとき, (M,L)は T に関して相対 K-安定
であるという.

3 K-安定性と漸近的Chow-安定性について
最後に, Donaldson-Tian-Yau予想に関わって, K-安定性についても問題 1と同様の問題を考える事が出

来る:

問題 2. 偏極多様体 (M,L)について, K-安定性から漸近的 Chow-安定性が導かれるか？

この問題については, [10]によってケーラー・アインシュタイン計量を許容するが漸近的 Chow-安定でな
い 7次元トーリックファノ多様体が存在することが示された. このことと [6], [7]の結果を併せると, この
例が問題 2の反例になっていることが分かる. 特に, 問題 2は一般には成立しない. また, M が特異点を許
容した場合, 自己同型群が離散的な場合であってもK-安定性から漸近的 Chow-安定性が導かれないことが
尾高悠志氏によって報告されている.
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Kolmogorov複雑性と平均次元とゲージ理論

松尾信一郎∗

東京大学大学院数理科学研究科

第 57回幾何学シンポジウム (神戸大学)

概要

コンパクト無限次元力学系に対して，その軌道のアルゴリズム理論的複雑性を考察すること
により新しい不変量を定義し，その不変量と Gromovの平均次元との関係を研究した．

1 序
非コンパクト四次元多様体上で反自己双対接続のモジュライ空間を考えるとき，コンパクト無限
次元力学系に出会うことがある．例えば，次のような状況である．X を S 3 × Rとして，Pを X 上
の自明 SU(2)束とする．このとき，各非負実数 dに対して，P上の反自己双対接続のなすモジュラ
イ空間Md を，

Md :=
{
[A] | F+A = 0 and ‖FA‖∞ ≤ d

}

と定義する．このモジュライ空間Md は，広義一様収束の位相を与えるときコンパクト距離化可能
空間であり，d が十分大きいとき無限次元である．また，X への無限巡回群 Zの作用に由来して，
Md にも Zは作用する．すなわち，モジュライ空間Md はコンパクト無限次元力学系である．
さて，コンパクト無限次元力学系を如何にしてして研究するか．一つの観点は平均次元 (mean

dimension)である．これは「無限次元空間の次元」であり，コンパクト力学系の位相不変量とし
て，1999年に M. Gromov[1]により導入された．モジュライ空間Md の平均次元の観点からの研
究には，論文 [6]がある．本講演ではさらなる一つの観点を提示したい．平均次元の定義は，位相
的エントロピーの定義に範を採っており，力学系の軌道の平均的な「複雑さ」を定量化したもので
ある．各軌道それぞれの「複雑さ」を適切に取り出すことにより，平均次元を精密化した不変量で
ある平均軌道複雑性(mean orbit complexity)を定義することができる．「複雑さ」を定量化するた
めの数学的な枠組みの一つが Kolmogorov複雑性[3]であり，アルゴリズム的情報理論で研究され
てきた．平均次元は力学系そのものの不変量だが，平均軌道複雑性は力学系の各点に対して定義さ
れる不変量である．また，各点の平均軌道複雑性は下から平均次元を抑え，平均軌道複雑性の最大
値と平均次元は多くの場合に一致する．

∗ exotic@ms.u-tokyo.ac.jp
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2 平均エントロピー次元
この節では平均エントロピー次元 (mean entropy dimension)を定義する．平均エントロピー次
元は，Gromovによる平均次元の変種であって，無限巡回群が作用するコンパクト距離空間の実数
値不変量として，Lindenstrauss and Weiss[4]により定義された．

(X, d)をコンパクト距離空間として，無限巡回群 Zが連続に作用しているとせよ．k ∈ Zの x ∈ X

への作用を k · xとあらわす．
自然数 nと正実数 ε に対して，部分集合 S ⊂ X が (n, ε)-集約集合であるとは，任意の点 x ∈ X に
対して，点 y ∈ S が存在して，全ての k = 0, . . . , n − 1において d(k · x, k · y) < ε が成り立つことと
する．(X, d)の (n, ε)-集約部分集合の個数の最小値を s(X, d, ε, n)とする．さらに，

S (X, d, ε) := lim sup
n→∞

[
log s(x, d, ε, n)

n

]

とおく．そして，平均エントロピー次元 dime(X, d : Z)は，

dime(X, d : Z) := lim inf
ε→0

[
S (X, d, ε)
− log ε

]

により定義される．

3 Kolmogorov複雑性と再帰関数
この節では Kolmogorov複雑性 (Kolmogorov complexity)について解説する．標準的参考書と
しては [3]があり，幾何学者に親しみやすい解説としては [7]がある．

Aを二点集合 {0, 1}として，Σを Aの元の有限列の全体からなる集合とする．すなわち，

Σ :=

∞⋃
j=0

Aj

であり，例えば，0や 010101や 000000111110010101010は Σの元である．また，元 σ ∈ Σの長さ
�(σ)を，σ ∈ An のときに �(σ) := nとして定める．例えば，�(0) = 1であり �(010101) = 6である．
さて，Σ の元の「複雑さ」というものを考えたい．A.N. Kolmogroov[2, p.210] 曰く，「複雑さ」
とは，

If some object has a “simple” structure, then for its description it suffices to have a small amount

of information; but if it is “complex”, then its description must contain a lot of information.

とのことである．つまり，短く言い換えることができるものは単純であり，圧縮しようとしてもな
かなかできないものは複雑である．例えば，次の数列の両者

000000000000000000000000

011101010101101000101001
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はどちらが「複雑」だろうか．前者は 0 が 24 個並んだものであり，後者はたった今 500 円硬貨
を 24回投げてその表裏を書いたものである．前者を伝えるためには「0を 24個並べよ」と短く言
い換えることができるが，後者を伝えるためにはその数列そのものを繰り返すほかないであろう．
従って，Kolmogorovによる情報の圧縮可能性の観点からは，前者は単純であり，後者は複雑であ
る．このアイデアの数学的定式化が，Kolmogorov複雑性 (Kolmogorov complexity)である．

定義 1. 任意の函数 S : Σ→ Σに対して，S による Kolmogorov複雑性 KS : Σ→ N ∪ {∞}を
KS (σ) := min{ �(p) | p ∈ Σ and S (p) = σ }

と定める．ただし，min ∅ = ∞とする．

さて，この定義では函数 S に依存して複雑性 KS が定まっている．例えば，S を変えたときに KS

はどのように変化するのだろうか．Kolmogorovのさらなる洞察は，この問と再帰函数 (recursive
function)との関連を喝破したことである．再帰函数とは，計算論や数学基礎論における概念であ
り，その計算規則がアルゴリズムにより「有限的に」与えられている函数のことである．厳密な定
義は，例えば，数学辞典を参照のこと．

定理 2 (A.N.Kolmogorov, G.J. Chaitin, R.J. Solomonoff). 再帰函数 U : Σ → Σが存在して，任意の
再帰函数 S : Σ→ Σに対して，正定数 C = C(U, S )が存在して，任意の σ ∈ Σに対して，

KU(σ) ≤ KS (σ) +C

が成り立つ．再帰函数 U を普遍再帰函数 (universal recursive function)とよぶ．

普遍再帰函数は一意ではない．しかし，U1とU2が普遍再帰函数であるとき，定数C = C(U1,U2)

が存在して，任意の σ ∈ Σに対して，∣∣∣KU1
(σ) − KU2

(σ)
∣∣∣ ≤ C

が成り立つことが，この定理からすぐにわかる．また，id : Σ → Σは再帰函数なので，普遍再帰函
数 U に対して，定数 C = C(U)が存在して，任意の σ ∈ Σに対して，

KU(σ) ≤ �(σ) +C

が成り立つ．従って，Kolmogorov複雑性は，長さ函数 �に関して漸近的には，普遍再帰函数に依
らずに定まる．

4 平均軌道複雑性
この節では平均軌道複雑性 (mean orbit complexity) を定義する．(X, d) をコンパクト距離空間
として，無限巡回群 Zが連続に作用しているとせよ．k ∈ Zの x ∈ X への作用を k · xとあらわす．

定義 3. 写像 C : Σ→ X であって，像 C(Σ)が X で稠密なものを，X の粗視化函数 (coarse graining
function)とよぶ．ただし，A := {0, 1}であり，Σ := ∪∞j=0Aj だった．
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この粗視化函数により，Kolmogorov複雑性と力学系は結びつく．また，X∗ := ∪∞j=0X j とすると
き，粗視化函数 C : Σ→ X から自然に C∗ : Σ∗ → X∗ が定まる．
ところで，Σは可算無限集合であり，辞書式順序

ε↔ 0, 0↔ 1, 1↔ 2, 00↔ 3, 01↔ 4, 10↔ 5, 11↔ 6, . . .

によって，自然数のなす集合 Nとの標準的な全単射が定まる．また，Σ∗ := ∪∞j=0Σ
j とするとき，Σ∗

も可算無限集合であり，Nとの全単射が辞書式順序によって標準的に定まる．従って，標準的な全
単射 Q : Σ→ Σ∗ が存在する．
さて，S : Σ → Σを普遍再帰函数とするとき，これまでをまとめれば，粗視化函数 C : Σ → X を
選ぶごとに，写像列

Σ
S−→ Σ Q−→ Σ∗ C∗−−→ X∗

が定まることになる．この合成写像を UC = U := C∗ ◦ Q ◦ S : Σ → X∗ とする．U によって，有限
二進列 pは，X の点列 U(p) := (U1(p), . . . ,Un−1(p))として解釈することができる．

定義 4. 任意の点 x ∈ X と自然数 nと正実数 ε に対して，

KC(x, ε, n) := min{ �(p) | d( j · x, U j(p)) < ε for any j = 0, . . . , n − 1 }
と定める．

像 C(Σ)の X での稠密性と普遍再帰函数 S の全射性により，常に KC(x, ε, n)は有限である．
さらに，

KC(x, ε) := lim sup
n→∞

[
KI(x, ε, n)

n

]
, KC(x, ε) := lim inf

n→∞

[
KI(x, ε, n)

n

]

として，

KC(x) := lim inf
ε→0

⎡⎢⎢⎢⎢⎣KC(x, ε)
− log ε

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , KC(x) := lim inf
ε→0

[
KC(x, ε)
− log ε

]

と定める．
そして，平均軌道複雑性は次で定義される．

定義 5. X の平均軌道複雑性 MK : X → Rと MK : X → Rを，
MK(x) := sup

C
KC(x), MK(x) := sup

C
KC(x).

により，定義する．ただし，supC では粗視化函数 C の全体を動くものとする．

このとき，次が成り立つ．

定理 6 (M). X の任意の点 xに対して，

MK(x) ≤ MK(x) ≤ dime(X, d : Z)

が成り立つ．

この定理の証明や平均軌道複雑性のさらなる性質については，論文 [5]を参照ください．
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インスタントンを持たない開４次元多様体

塚本真輝 (京都大学大学院理学研究科) ∗

概 要

非平坦なインスタントンを持たない，非コンパクト，向き付き，４次元，
完備リーマン多様体の存在を示す．

1 序
タウベス [4]は，任意のコンパクト，向き付き，４次元リーマン多様体上には，

非平坦なインスタントンが存在することを示した．すなわち，X をコンパクト，
向き付き，４次元リーマン多様体とすると，X 上の主 SU(2)束であって，非平
坦なASD接続（反自己双対接続）を許容するものが存在する．ASD接続はASD

方程式という非線型偏微分方程式の解なのだから，これは，かなり驚くべき存在
定理である．（ただし，正確には，タウベス [4]は自己双対接続の方を扱っている．
近年では，反自己双対接続を調べるのが通常であると思われるため，この講演で
は反自己双対の方を考える．むろん，多様体の向きを逆にすることで両者は入れ
替わるので，本質的には等価である．）
この講演の目的は，上記のタウベスの定理（の一つのアナロジー）が一般の非

コンパクト４次元多様体に対しては成立しないことを紹介することである．
CP 2を複素射影平面とする．CP 2の（整数で添え字付けした）無限個のコピー

の連結和を
(CP 2)�Z := · · · �CP 2�CP 2�CP 2� · · ·

とする．（この無限連結和の正確な定義は次の節を参照．）(CP 2)�Zは非コンパクト
４次元多様体である．

定理 1. (CP 2)�Z上の完備リーマン計量 gであって，以下の主張を成立させるも
のが存在する：Eを (CP 2)�Z上の任意の主 SU(2)束としよう．もしAがE上の
g-ASD接続であって，

(1)

∫
(CP 2)�Z

|FA|2gdvolg < +∞

∗Supported by Grant-in-Aid for Young Scientists (B) (21740048).

- 170 -



ならば，Aは平坦である（FA = 0）. ここで，FAはAの曲率であり，Aが g-ASD

であるとは，∗gFA = −FAとなることとする．（∗gは gに関するホッジスター．）ま
た，| · |gと dvolgは gについてのノルムと体積形式である．

つまり，((CP 2)�Z, g)は非平坦なインスタントンを持たないということである．
これは，私が知る限りにおいて，非平坦なインスタントンを許容しない向き付き
４次元リーマン多様体の初めての例である．

注意 2. 上の有限エネルギー条件 (1)を外して，無限エネルギーのASD接続も含
めて考えるとどうなるのかは大変興味深い問題である．つまり，無限エネルギー
のものも込めて，非平坦なASD接続を一切許容しない向き付き４次元リーマン
多様体は存在するか？これは，私が知る限り，未解決の問題である．無限エネル
ギーASD接続と，その無限次元モジュライ空間については論文 [3, 5, 6] におい
て研究を行っている．

証明のナイーブなアイデアを紹介したい．gを (CP 2)�Z上のリーマン計量とし，
nを 0以上の整数とする．(CP 2)�Z上の SU(2) g-ASD接続Aであって，

1

8π2

∫
(CP 2)�Z

|FA|2gdvolg = n

を満たすもの全体のなすモジュライ空間をM(n, g)とする．M(n, g)の仮想次元が
どうなるかを考えよう．b1((CP 2)�Z) = 0であり，さらに，形式的にはb+((CP 2)�Z) =

+∞と考えることが出来る．（b+は交差形式の正の固有値の個数．）そこで，通常
の仮想次元公式（ドナルドソン-クロンハイマー [1, Section 4.2.5]を参照）を形式
的に適用してみると，

dim M(n, g) = 8n− 3
(
1− b1((CP 2)�Z) + b+((CP 2)�Z)

)
= −∞

となる．これより，ナイーブには，もしM(n, g)に対する横断正則性が成立して
いれば，M(n, g)は空集合になるであろうと思われる．この観察とフリード・ウー
レンベック [2]のmetric perturbationの議論を合わせることで，次のことが予想
される：n ≥ 1の時，リーマン計量 gをジェネリックに取れば，M(n, g)は空集合
になるであろう．（M(0, g)は平坦 SU(2)接続の成すモジュライ空間であって，計
量に依存しない．）

2 無限連結和
この節では，無限連結和の構成法を厳密に述べ，定理 1よりも精密かつ一般的

な主張を定式化する．Y を単連結，コンパクト，向き付き４次元多様体とする．
x1, x2 ∈ Y を相異なる２点とし，Ŷ := Y \{x1, x2}とおく．Ŷ 上のリーマン計量 h

を，エンド（すなわち，x1, x2の「周り」）でシリンダー型になるよう取る．これは，
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正確には次のことを意味する：コンパクト集合K ⊂ Ŷ が存在し，Ŷ \K = Y−�Y+

であって，Y− = (−∞,−1) × S3かつ Y+ = (1, +∞) × S3となる．ここで，“=”

は向きを保つ等長写像が与えられていることを意味する．さらに，滑らかな固有
写像 p : Ŷ → Rであって，次の条件を満たすものが存在することも仮定する：
p(K) = [−1, 1]. pは Y− = (−∞,−1) × S3 上で (−∞,−1)への射影と一致し，
Y+ = (1, +∞)× S3上では (1, +∞)への射影と一致する．

Ŷnを Ŷ のコピーとする（n ∈ Z）．また，pn : Ŷn → Rを p : Ŷ → Rのコピー
とする．T > 2を取る．無限連結和X = Y �Zを次で定めよう：

X :=

(⊔
n∈Z

p−1
n (−T + 1, T − 1)

)
/ ∼ .

ただし，我々は p−1
n (1, T − 1)と p−1

n+1(−T + 1,−1)とを次のように同一視する：

p−1
n (1, T − 1) =(1, T − 1)× S3 � (t, θ)

∼ (t− T, θ) ∈ (−T + 1,−1)× S3 = p−1
n+1(−T + 1,−1).

この同一視は向きと計量を保つ．従って，X = Y �Z上には向きが自然に入り，ま
たXは周期的なリーマン計量 g0を持つ. g0は各ピース p−1

n (−T + 1, T − 1)上で
は計量 h（のコピー）と一致する．ここで，g0は上で導入したパラメータ T に依
存していることに注意せよ．
定理 1は次の定理から従う．

定理 3. b−(Y ) = 0と b+(Y ) ≥ 1を仮定する．もし，T が十分大きいならば，
X = Y �Z上の完備リーマン計量 gで，次の二つの条件を満たすものが存在する．
(i) あるコンパクト集合の外で，gは周期的計量 g0と一致する．
(ii) EをX上の任意の主SU(2)束とする．もしAがE上の g-ASD接続であって，∫

X

|FA|2g dvolg < +∞

ならば，Aは平坦である．

3 定理3の証明のアイデア
定理 3の証明のアイデアを技術的細部を無視して説明したい．（厳密な証明につ

いては論文 [7]を参照．）
まずXは非コンパクトなので，X上の主SU(2)束は全て直積束E = X×SU(2)

に同型であることに注意する．gをX上のリーマン計量であって，あるコンパクト
集合の外で g0と一致するものとする．この時，もしAがE上の g-ASD接続であっ
て，

∫
X
|FA|2gdvolg <∞ならば， 1

8π2

∫
X
|FA|2gdvolgは整数になることが示せる．そ

こで，各整数n ≥ 0に対して，E上のg-ASD接続Aであって 1
8π2

∫
X
|FA|2gdvolg = n
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を満たすもの全体のなすモジュライ空間をM(n, g)とおく．[A] ∈ M(n, g)を取
る．[A]の周りの様子を調べたい．

DA := −d∗
A + d

+g

A : Ω1(adE) → (Ω0 ⊕ Ω+g)(adE)とする．ここで，d∗
A は

dA : Ω0(adE)→ Ω1(adE)の形式的共役であり，d
+g

A は dA : Ω1(adE)→ Ω2(adE)

の g-自己双対部分である．(正しくは，適切な重み付きソボレフ空間を使う必要
があり，その重みに応じてDAの定義を修正する必要がある．ここではこれらの
点を無視する．）d

+g

A はASD方程式のAでの線型化作用素であり，d∗
Aはクーロン

ゲージ条件を表す作用素である．従って，DAを調べることで，M(n, g)の [A]近
傍の情報が得られることが期待出来る．定理 3の証明の最も重要な点は，DAに
関する次の三つの主張を証明することにある．
(i) KerDAは有限次元．
(ii) ImDAは (Ω0 ⊕ Ω+g)(adE)内で閉．
(iii) CokerDAは無限次元．
すると，倉西の手法によって，写像

f : KerDA → CokerDA

が存在して，f のゼロ点集合がM(n, g)の [A]近傍のモデルを与える．（正確には，
f は原点近傍でのみ定義されている．）上の条件 (i), (iii)より，f は有限次元空間
から無限次元空間への写像である．従って，少し摂動を加えれば，ゼロ点が消失
するであろうと予測出来る．
以上の考察と，フリード・ウーレンベック [2]のmetric perturbationの議論を

合わせることで，n ≥ 1の時，計量 gをジェネリックに取ると，M(n, g)は空集合
になることが証明出来る．（この書き方は不正確であり，厳密性を欠いている．正
確なことは論文 [7]を参照してほしい．）
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Hilbert級数による漸近的Chow不安定なKähler-Einstein多様体の
示し方

四ツ谷　直仁 (名古屋大学多元数理研究科)

概 要
本講演では, GIT安定性の中の一つ漸近的 Chow安定性をとりあげ, その障害を計算する事を目的とする.事

実,漸近的 Chow半安定性には障害が存在する事が既に知られており [5, 3], さらに [4]によりトーリックファノ
多様体上においては組み合わせ論的手法により計算が実行可能である事が示された1.この手法を応用する事で,
7次元 Kähler-Einsteinトーリック・ファノ多様体で漸近的 Chow半安定でない例の存在を示す事ができる.本
講演の結果は,小野肇氏 (東京理科大学),佐野友二氏 (九州大学)との共同研究 [10] に基づく.

1 Introduction

(V, L)が偏極多様体であるとは, V が n次元コンパクト複素多様体であり, Lが V 上豊富な正則直線束となって
いるものをいう. この時 V は c1(L)をKähler類とするKähler多様体となり, c1(L)に標準計量 (Kähler-Einstein
計量, より一般には定スカラー曲率 Kähler (cscK)計量)が存在するための必要十分条件について,今現在様々な
研究者達により盛んな研究が行われている. その必要十分条件については次の予想が有名である.

予想 1.1 (Donaldson-Tian-Yau予想). 偏極多様体 (V, L)において c1(L)に cscK計量が存在する事と, (V, L)
が代数多様体としてある種の GIT (Geometric Invariant Theory)の意味での安定性を満たす事は同値であろう.

現段階で K-polystabilityがその最有力候補であり,その必要性については [7, 11]により示されている. 一方,
今回の主題である漸近的 Chow安定性については, Donaldsonによる次の様な結果がある [2].

定理 1.2 (Donaldson 2001). (V, L)を偏極多様体とする. Aut(V, L) := Aut(L)/C× が離散的とすると, V が
c1(L)に cscKを持つならば (V, L)は漸近的 Chow安定となる.

この結果は, Aut(V, L)が離散的でない場合に満渕氏により次の様な形に拡張された [6].

定理 1.3 (Mabuchi 2005). (V, L)を偏極多様体とし, [5]において定義された “ある積分不変量 F”が消滅して
いるとする.この仮定の下,もし V が c1(L)に cscKを持てば (V, L)漸近的 Chow polystableになる.

Aut(V, L)が離散的でない場合,固定部分群が有限とは限らない為,この場合,(V, L)は漸近的 Chow polystable
となる. 次節以降これらの用語の定義を振り返る.
前述のDonaldson-Tian-Yau予想,及び 2001年のDonaldsonの結果からみても,上の「ある積分不変量 F の消
滅」という仮定が外せるのではないかという期待ができる.この積分不変量 F は,漸近的 Chow半安定性の為の
障害となる事が示され [5], その後に二木氏によって再定式化された [3].これに対し我々の得た結果は次の通りで
ある.

1この結果は, 小野肇氏によりファノではない偏極トーリック多様体にも拡張されている [9].
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定理 1.4 (Ono-Sano-Y. 2009). 複素 7次元トーリック・ファノ多様体 V で c1(L)に cscKを持つが漸近的Chow
半安定ではない (即ち,漸近的 Chow不安定な)ものが存在する.特にファノ多様体である事から L = K−1

V :反標
準直線束であり,この場合の cscK計量は KE計量に他ならない.

これは冒頭にふれたGIT安定性の中でも特殊計量をもつが半安定性を満たさない初めての例になる.従って, 定
理 1.3において仮定されている「ある積分不変量 F の消滅」というのは, cscK計量の存在から自然に満たされる
ものではない本質的なものである事がわかる.さらに定理 1.2の結果をAut(V, L)が離散的でない場合へ一般化す
る事ができない事も従う.

2 漸近的Chow安定性
(V, L) を dimC V = n を満たす偏極多様体とする. L は豊富な正則直線束である事から, 十分大きな k ∈ N

に対し, Lk は非常に豊富となる.従って, Lk の切断を用いて小平埋め込み Φk : V −→ P(Wk)が定まる.但し,
Wk := H0(V, Lk)∗とする. P(W ∗

k )の元は P(Wk)の超平面の線形定義方程式の係数と同一視する事が出来るので,
n + 1個の直積 P(W ∗

k )× · · · × P(W ∗
k )は P(Wk)の n + 1枚の超平面H1, · · · ,Hn+1を定める.ここで dk を Φk(V )

の次数 (即ち, Φk(V )の genericな n枚の超平面切断によって dk 個の交点が得られるもの)とする.この時,

XΦk(V ) = {(H1, · · · ,Hn+1) ∈ P(W ∗
k )n+1 | H1 ∩ · · · ∩Hn+1 ∩ (Φk(V )) �= φ}

は, P(W ∗
k )n+1の因子となる事が従う.よって定数倍を法として,その定義多項式 fΦk(V ) ∈ (Symdk(Wk))⊗(n+1)が

定まる.特に [fΦk(V )] ∈ P(Symdk(Wk))⊗(n+1))をChow点という.

定義 2.1. Sk := SL(Wk,C)とし, (Symdk(Wk))⊗(n+1) への自然なベクトル空間としての作用を考える.この時
Φk(V )が Chow(半)安定とはそれぞれ,2

• Chow安定⇐⇒ 軌道 Sk · fΦk(V ) が閉,かつ fΦk(V ) の固定部分群が有限

• Chow半安定⇐⇒ Sk · fΦk
(V )の閉包が原点を含まない

時をいう.特に Hilbert-Mumford判定法により, Φk(V )の Chow安定性は Sk の 1-parameter部分群の作用に関す
る Chow安定性に帰着する.また,ある k0 ∈ Nが存在し,

k ≥ k0 =⇒ Φk(V )は Chow (半)安定

となる時, (V, L)は漸近的にChow(半)安定という.

特に Aut(V, L)が離散的でない時は, fΦk(V ) の固定部分群が有限とは限らない.従って Sk · fΦk(V ) が閉軌道の
時Chow polystableという事とする. (漸近的 Chow polistabilityも同様とする).
この節では漸近的 Chow半安定の障害として二木氏により再定式化されたもの [3]を用いる.

(V, L)を上述のものとし, Tdp (1 ≤ p ≤ n)を p次 Todd多項式, h(V )を V 上正則ベクトル場全体のなす Lie環
とする.この時,

h0(V ) := {X ∈ h(V ) | Zero(X) �= φ}

とすると, h0(V )はAut(V, L)の Lie環と一致する事がいえる. P を正則接束の枠束, θを P の (1, 0) 型接続,また
Θ = ∂̄θをその曲率形式とする. X ∈ h0(V )に対し, Lie微分 LX ,共変微分∇X を用いて, L(X) := ∇X − LX を

2流儀は違うが基調講演の小野肇氏のものと本質的に同じものになる.
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定義しさらに, Kähler形式 ω ∈ c1(L)に関するX の Hamiltonian関数 uX を,∫
V

uXωn = 0

により正規化する.この時,写像 FTdp : h0(V ) −→ Cを

FTdp(X) = (n− p + 1)
∫

V

Tdp(Θ) ∧ uX ωn−p +
∫

V

Tdp(L(X) + Θ) ∧ ωn−p+1

により定めると,これは c1(L)の代表元 ωと接続 θの取り方によらない事がいえ,さらに次の事実が成立する3.

定理 2.2 (Futaki 2004). (V, L)が漸近的 Chow半安定ならば,全ての 1 ≤ p ≤ nに対し

FTdp = 0 (1 ≤ p ≤ n) (1)

となる.特に上の条件 (1)は定理 1.3における仮定「ある積分不変量 F の消滅」と同値.

3 二木-小野-佐野の定理
本節ではタイトルに取り上げられているHilbert級数を導入する. [4]において,トーリックファノ多様体上では
漸近的 Chow安定性の障害 FTdp が Hilbert級数の微分に帰着される事が明らかになった.以下この事を見る.

V を n次元トーリックファノ多様体とし, KV を標準直線束とする. V がトーリック多様体である事からトーリッ
ク構造を定める実トーラス作用 (S1)n = Tnが存在する4が,　このリフトによる作用とファイバー部分へのS1作用
によりKV にはTn+1-作用が誘導される.従ってKV もトーリック (アファイン代数多様体)になる.一方KV のU(1)
束の全空間Sは regularなReeb場をもつ佐々木多様体になり,そのRiemannian錐 (C(S), ḡ) = (R>0×S, dr2+r2g)
はKV \ {zero section}である事が従う.但し gは S の Riemann計量, r ∈ R>0 とする.従って前述の Tn+1 作用
は C(S)にトーリック多様体の構造を与え, C(S)はトーリックKähler多様体になる. そのモーメント写像の像を
C∗ で表わすものとする.

定義 3.1. x = (x1, · · · , xn+1), Zn+1 � a = (a1, · · · , an+1)に対し, xa = xa1
1 · · ·x

an+1
n+1 とする時,有理凸多面錐

C∗ ⊂ R
n+1 に対する級数

C(x, C∗) :=
∑

a∈C∗∩Zn+1

xa

を C∗ のHilbert級数という.

今 n次元トーリックファノ多様体 V を定める扇 ΣV ⊂ Zn に対し,

ΣV (k) := {σ ∈ ΣV | dimσ = k}, GV := {σ ∈ Zn | σ ∈ Σ(1)σ は原始元5}

とし, 整凸多面体 QV := conv(GV ) ⊂ R
n を定める. QV の頂点を vi で表わすものとする (以降 QV を Fano

polytopeと呼ぶ). QV の極双対多面体 P := {w ∈ R
n | 〈vi, w〉 ≥ −1} を考えると,これは (V, K−1

V )の Delazant
polytopeとなる.特に w1 · · · ,wk を Delzant polytope P の頂点とすると, μj = (wj , 1) ∈ Zn+1 を用いて, C∗ =
{c1μ1 + · · ·+ ckμk | ci ≥ 0, i = 1, · · · , k} と表わせる.この時,次が成立する.

3ここで FTd1 は cscK の障害である (通常の) 二木不変量と一致する.
4このトーラス作用 T n は V の自己同型群に含まれる極大トーラスと一致する事が言える (Demazure の定理).
5Zn の元 a = (a1, · · · , an) が原始元とは gcd(a1, · · · an) = 1 を満たす時をいう.
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命題 3.2 (Futaki-Ono-Sano[4]). Hilbert級数 C(x, C∗)は有理関数として表わせる.特にDelzant polytopeの各
頂点wj を始点とする原始的生成元 ej,1, · · · , ej,n と x̃ = (x1, · · · , xn)を用いて,次の形で表わせる6.

C(x, C∗) =
k∑

j=1

1
1− xμj

m∏
b=1

1
(1− x̃ej,b)

. (2)

今 c = (c1, · · · , cn)に対し,有理凸多面体を CR := {ξ ∈ Int C | ξ = (c, n + 1)} ⊂ R
n+1によって定める7. 但し,

Int CでC∗の双対錐Cの内部を表わすものとする.このCRの元 ξ ∈ CRに対し, e−tξ = (e−c1t, · · · , e−cnt, e−(n+1)t)
と置く事で,任意の a ∈ C∗ に対し 〈a, ξ〉 ∈ R

n+1
>0 となり, C(e−tξ, C∗) =

∑
a∈C∗∩Zn+1

e−t〈a,ξ〉 は実際収束する事が従

う. ξ ∈ CR を固定し, t = 0での C(e−tξ, C∗)の Laurent展開

C(e−tξ, C∗) =
C−n−1(c)

tn+1
+

C−n(c)
tn

+ · · ·

を考える. Ci(c)の c = (0, · · · , 0)における第一変分 {d0Ci(c)}をとると, FTdp の一次関係に関する情報が求めら
れる事が [4]により明らかになった.

定理 3.3 (Futaki-Ono-Sano 2008). Lie環 t⊗ C ∼= Cn 内において {FTdp}1≤p≤n が張る線形空間と
{d0Ci(c)}i=−(n+1),−n,··· の張る線形空間は等しい.但し, t = Lie(Tn) ∼= R

n とする.

4 Symmetric Toric Fano variety

この節では,命題 3.2及び定理 3.3を用いて Nonsymmetric toric Fano variety(非対称トーリックファノ多様体)
の積分不変量を計算する事を目的とする.これには Batyrev-Selivanova[1]及び Nill-Paffenholz[8]の結果が大いに
関わる.
V を n次元トーリックファノ多様体とし, Aut(V )を V の自己同型群とする. Demazureの構造定理よりAut(V )に
は,トーリック構造を定めるトーラスが極大トーラスとして含まれている.このトーラスに関するWeyl群をW(V )と
した時,W(V )はFano polytope QV を保つGL(n, R)の元から生成される有限部分群となる [1]. t := Lie(Tn)とし
た時,W(V )が t ∼= R

nに定める自然な作用によって不変な部分空間 tW(V )を考える事ができる.特に dim tW(V ) = 0
の時トーリックファノ多様体は対称,そうでない時非対称という事にする.

定理 4.1 (Batyrev-selivanova99[1]). 対称なトーリックファノ多様体は Kähler-Einstein計量をもつ.

この逆の主張,即ち「全ての Kähler-Einsteinトーリックファノ多様体は対称か?」という自然な問いが生まれ
るが約 10年の時を経てこの問題は否定的に解決された [8].

定理 4.2 (Nill-Paffenholz 2009). 7次元以上では非対称Kähler-Einsteinトーリックファノ多様体が存在する.

その内の一つは (CP1)3 × CP3 上の CP1 束として与えられ,対応する Delazant polytopeの頂点wj は 64個と
なり Hilbert級数を命題 3.2の (2)を使って実際計算するのには,膨大な計算量となり困難が生じる8.そこで今の
場合, dim tW(V ) = 1より積分不変量が張る空間次元が高々1で有る事により9, 次の様な工夫をする.

6証明にあたっては Brion の公式が本質的;M. Brion, Points entiers dans les polyédres convexes, Ann. Sci. École Norm. Sup. (4),
21, 1988, 653-663.

7CR は C(S) の moment 写像の像 C∗ を保ち, 佐々木-Einstein であるための必要条件を満たす Reeb ベクトル場の変形空間に等しく,
特に KV の U(1) 束の全空間として得られる regular な佐々木多様体に対する Reeb 場は (0, · · · , 0, n + 1) で与えられる.

8実際は局所化公式による FTdp の直接計算と Hilbert 級数側双方の計算を行った. また原始的生成元 {ej,b}1≤j≤64,1≤b≤7 を求める上
で, (CP

3) × (CP
1)4 と Fano polytope の combinatorial type が同じ (primitive relation による) 事に帰着している.

9実際, 一般に積分不変量の張る線形空間は tW(V ) の部分空間となる.
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命題 4.3. 全ての 1 ≤ p ≤ nに対し, FTdp = 0とすると,任意の Zn
>0 の元 (m1, · · · ,mn)に対し,

∂

∂x
C(xm1 , . . . , xmn , e−(n+1)t)|x=1 = 0 (3)

が成立する.

この結果,積分不変量が消滅しない事を示すためには適当なZ>0の元 (m1, · · · ,mn)で (3)が消えないものが見つ
かればよい. さらに 1-parameterに落とした事で計算機の実行が可能となる.特に (m1, · · · ,m7) = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7)
に対しては,

∂

∂x
C(xn1 , · · · , xn7 , e−8t)|x=1 = −184e−8t(2e−32t + 31e−24t + 70e−16t + 31e−8t + 2)

(−1 + e−8t)7
�= 0

となり Hilbert級数の微分が消滅しない事が示せる.従って定理 3.3により求める結果,定理 1.4を得る.
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波動方程式と LeBrun-Mason 対応について

中田 文憲 (東京理科大)

1 はじめに
C. LeBrun と L. J. Mason により, 正則円板を用いた新しいタイプのツイスター理論が発
見され, 研究が行なわれている. 本稿では, S2 × S2 上の Tod-鎌田計量と呼ばれる不定値
自己双対計量が, この理論の枠組みにのることを概説する. 主な内容は以下の二つである：

【I】三次元ドジッター空間上の波動方程式およびモノポール方程式の解が, 積分変換を
介して S2 上の関数と 1対 1に対応することを示す.

【II】I の対応を用いて, Tod-鎌田計量に対する LeBrun-Mason対応を具体的に記述する.

上記【I】の結果は, ツイスター対応とは無関係に記述・証明されるが, これはツイス
ター対応の研究の中で見出されたものであり, ツイスター対応なしに見出すことは容易で
ない内容であると考えられる. この意味で,【I】の結果は LeBrun-Mason 理論の「応用」
であると位置づけることができる.

2 波動方程式と積分変換
この節では, 【I】の内容について概説する.

ドジッター空間　三次元ドジッター空間 (S3
1 , gS3

1
) は次で定まる不定値定曲率空間である:

S3
1 = {(x0, x1, x2, x3) ∈ R

4 | −x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1},
gS3

1
= (−dx2

0 + dx2
1 + dx2

2 + dx2
3)|S3

1
.

以下では次の同一視 R× S2 ∼= S3
1 を用いる:

R× S2 � (t, y)←→ (sinh t, cosh t · y) ∈ S3
1

(
y =(y1, y2, y3) ∈ R

3

y2
1 + y2

2 + y2
3 = 1

)
.

波動方程式　ドジッター空間上の波動方程式は次で与えられる:

�V := ∗d ∗ dV = 0 (2.1)

ドジッター計量 gS3
1
の符号が (− + +) であることから, (2.1) は双曲型方程式となる. こ

の方程式の解は一般に複素数値で微分可能性の低いものも許容するが, 以下では C∞ 級・
実数値の解を考える.
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モノポール方程式　ドジッター空間 S3
1 上の関数 V ∈ C∞(S3

1) と 1-form A ∈ Ω1(S3
1) の

組 (V,A) は, 以下の方程式をみたすとき, モノポールと呼ばれる1:

∗dV = dA. (2.2)

(V,A) がモノポールであるとき, V は波動方程式の解となる.

小円の空間　ドジッター空間 S3
1 � R× S2 の各点 (t, y) に対して, 単位球面 S2 ⊂ R

3 上
の領域 Ω(t,y) を次で定める: Ω(t,y) = {u ∈ S2 | u · y > tanh t}.

S

2

y

tanh
 t

Ω

(t,y)

Figure 1: domain Ω(t,y)

対応 (t, y)↔ Ω(t,y) により, ドジッター空間 S3
1 は S2 上の小円で囲まれる領域の空間,

あるいは S2 上の向きつき小円の空間と同一視される. 特に t = 0 のとき ∂Ω(0,y) は大円
となる.

上記の対応は LeBrun-Mason対応に動機付けられて自然に得られる対応であり,ドジッ
ター空間の幾何と相性が良いものになっているが, 本稿ではその詳細は省略する.

積分変換　上記の対応 (t, y)↔ Ω(t,y) を用いて二つの積分変換 R,Q : C∞(S2)→ C∞(S3
1)

を以下により定義する:

Rh(t, y) =
1

2π

∫
∂Ω(t,y)

h dS1 (dS1 は ∂Ω(t,y) 上の全長 2π となる測度),

Qh(t, y) =
1

2π

∫
Ω(t,y)

h dS2 (dS2 は単位球面 S2 上の面積要素).

なお Rh(t, y) に t = 0 を代入すると変換C∞(S2)→ C∞(S2) : h 	→ Rh(0, ·) を得るが, こ
れは大円での積分であり, 球面上のRadon変換または Funk変換と呼ばれ, 古くから研
究されている積分変換である [1].

波動方程式の解　以下では, 波動方程式の解 V ∈ C∞(S3
1) に以下の条件を課す:

(�) V (t, y)→ 0, Vt(t, y)→ 0 as t→ ±∞ (y に関して一様収束).
1正確には, これは「abelian でねじれのないモノポール」である.
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また, 次の関数空間を設定する:

C∞
∗ (S2) :=

{
h ∈ C∞(S2)

∣∣∣∣ ∫
S2

h dS2 = 0

}
.

以上の記号のもと, 波動方程式 (2.1) に関する次の結果が示される.

Theorem 2.1 (N.[6]). 任意の h ∈ C∞
∗ (S2) に対し, V = Qh は (�) および�V = 0 を

みたす. 逆に (�) をみたす �V = 0 の解 V ∈ C∞(S3
1) は, 唯一の h ∈ C∞

∗ (S2) によって
V = Qh と書かれる.

上の定理は, 積分変換 Q を通して, 関数 h ∈ C∞(S2) と波動方程式の解 V ∈ C∞(S3
1)

であって (�) をみたすものが 1対 1に対応することを意味しており, これが後述のツイス
ター対応に由来する対応になっている.

モノポール解　モノポール解についても, Theorem 2.1 と類似の 1対 1対応が, 以下のよ
うに与えられる.

Definition 2.2. モノポール (V,A) と (V ′, A′) は V = V ′ かつ, A = A′ + dφ となる関数
φ が存在するとき, ゲージ同値であるという.

Theorem 2.3 (N.[6]). 次の二つの対象は 1対 1に対応する:

• 関数 h ∈ C∞
∗ (S2),

• 条件 (�) をみたす S3
1 上のモノポール (V,A) のゲージ同値類.

対応は次式で与えられる:

V = −QΔS2h, A = −∗̌ďRh. (2.3)

ただし ΔS2 は S2 上のラプラシアン, ∗̌ と ď はそれぞれ S3
1
∼= R×S2 の S2 方向の Hodge

作用素と外微分である.

3 LeBrun-Mason 対応
LeBrun-Mason 型の対応は現在のところ三種類が知られているが [3, 4, 5], 本稿ではその
うち最も典型的といえる自己双対共形構造に関する LeBrun-Mason 対応について紹介し,

前節の結果を踏まえ, 主結果【II】について説明する.

自己双対共形構造　M を四次元多様体, g をその上の（不定値かもしれない）計量とす
る. g が不定値の場合であっても, g のリーマン曲率 R やWeyl曲率 W は正定値の場合
と同様に定義することができる. さらに, g の符号が正定値またはニュートラル （すなわ
ち符号 (− − ++)のとき）には, W は自己双対部分 W+ と, 反自己双対部分W− に分解
し, W− ≡ 0 のとき, g は自己双対であるという. W および W± は g の共形類のみで定ま
るため, 共形構造 [g] についても同様に自己双対性を定義できる.

Zollfrei 条件　正定値の場合の類似としてニュートラル計量に関するツイスター理論の
成立を期待することは自然であるが,「意味のある」理論を構築するのは実は容易でない.

LeBrun と Mason は, (i) Zollfrei性と (ii) 正則円板という二つのキーワードに注目する
ことでこれを実現した. ここでは Zollfrei性について述べる.
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Definition 3.1. 不定値計量 g（または共形構造 [g]）は, 全ての極大な null 測地線が閉
となるときZollfreiであるという.

特に四次元の自己双対な不定値 Zollfrei 共形構造に関して, LeBrun らは以下を示した.

(以下 LeBrun-Mason を LM. と略記)

Theorem 3.2 (LM.[4]). 自己双対共形構造の空間の中で, Zollfrei 性は開条件である.

Theorem 3.3 (LM.[4]). (M, [g]) を自己双対 Zollfrei 共形構造とするとき, M は S2× S2

または (S2 × S2)/Z2 と位相同型.

LeBrun-Mason 対応　自己双対共形構造に関する LeBrun-Mason 対応は次の通り.

Theorem 3.4 (LM.[4]). 次の二つの対象には,標準的な元の近傍で自然な 1:1対応がある:

• 空間対 (CP3, P ), ただし P は RP3 の埋め込み,

• S2 × S2 上の符号 (−−++) の自己双対 Zollfrei共形構造.

上の定理中の空間対 (CP3, P )を, LeBrun-Mason ツイスター空間とよぶことにする.

定理の対応は, 以下のような双ファイブレーションによって特徴づけられる.

(Z,ZR)
p

������������
q

������������

S2 × S2 (CP3, P ).

p : Z → S2×S2 は S2×S2 上の自己双対共形構造を反映した二次元円板束, ZR はその境
界がなす S1束であり, p の各ファイバーは q によって (CP3, P ) の正則円板に写される.

すなわち, S2 × S2 は空間対 (CP3, P ) の正則円板の族のパラメータ空間と見なされる. q

は S1 束 ZR を実二次元の葉層構造でわる写像で, この写像が性質の良いものとなるため
に, 共形構造の Zollfrei 性が必要となる.

Tod-鎌田計量　 (V,A) をドジッター空間 S3
1 上のモノポールであって, V > 0 と仮定す

る. このとき,M := S1 × S3
1 上の不定値自己双対計量 ḡV,A を

ḡV,A = −V −2(ds + A)2 + gS3
1

(sは S1方向の座標 )

によって定めることができる. さらに, V が既出の条件 (�) を少しシフトした条件

(�)′ V (t, y)→ 1, Vt(t, y)→ 0 as t→ ±∞ (y に関して一様収束)

をみたすとき, ḡV,Aは適当な共形変形をすることでMの自然なコンパクト化M∼= S2×S2

上の自己双対計量 gV,A に拡張する.

上記の計量は K. P. Tod によって最初に発見され [7], 鎌田博行氏の不定値 Kähler 曲
面の研究の中で独立に再発見された [2]. 以下 gV,A をTod-鎌田計量とよぶ. Theorem 3.2

より, Tod-鎌田計量のうち標準的なものに十分近いものは Zollfrei であることが結論され
るが, それらに限らず Tod-鎌田計量は全て Zollfrei であるとが証明され, また, 対応する
LeBrun-Mason ツイスター空間も次に述べるように具体的に書き下すことができる.
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Tod-鎌田計量のツイスター空間　関数 h ∈ C∞
∗ (S2) に対し, Ph ⊂ CP3 を以下で定める:

Ph :=
{
[z0 : z1 : z2 : z3] ∈ CP3

∣∣z3 = z̄0e
−h(z1/z0), z2 = z̄1e

−h(z1/z0)
}

.

このとき, 空間対 (CP3, Ph) が, Tod-鎌田計量のツイスター空間となる. 正確な主張は
Theorem 3.6 のようになるが, その前に, Tod-鎌田計量を考える際は, 条件 (�) ではなく,

それをシフトした (�)′ を用いるので, Theorem 2.3 をシフトした次の命題を用意しておく:

Proposition 3.5. 次の二つの対象は 1対 1に対応する:

• 関数 h ∈ C∞
∗ (S2),

• 条件 (�)′ をみたす S3
1 上のモノポール (V,A) のゲージ同値類.

対応は次式で与えられる:

V = 1−QΔS2h, A = −∗̌ďRh. (3.1)

Theorem 3.6 (N.[6]). 関数 h ∈ C∞
∗ (S2) とモノポール (V,A) が Proposition 3.5 の意味

で対応しているとし, さらに V > 0 (⇔ QΔS2h < 1) と仮定する. このとき, Tod-鎌田計量
gV,A は Zollfrei で, その LeBrun-Mason ツイスター空間は (CP3, Ph) で与えられる.

条件 (�)′ や V > 0は Tod-鎌田計量を定義する際にそもそも必要な条件であるから, 上
記の定理は, 全ての Tod-鎌田計量は Zollfrei であるという主張を含んでいる. また, V > 0

に対応する条件 QΔS2h < 1 は, LeBrun-Mason ツイスター空間 (CP3, Ph) に関する臨界
条件を与えていると考えられるが, 実際この条件がみたされないとき, 正則円板の族はあ
る種の退化を起こし, ツイスター対応が (少なくともこれまでの意味では)破綻することも
確認できる.
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非負曲率多様体上の調和関数とグロモフ・ハウスドルフ収束

本多　正平　（京大数理研）∗

1 ラーデマハァの定理と多様体の極限
古典的なラーデマハァの定理とは，任意の次元におけるユークリッド空間上の任意のリプシッツ関数はほと
んど至るところ全微分可能である，という主張を指す．これはそのまま任意の有限次元リーマン多様体上でも
正しい．すなわち，任意のリーマン多様体M とその上の任意のリプシッツ関数 f に対して，あるボレル集合
U ⊂M が存在して，vol (M \ U) = 0を満たし，切断 df : U → T ∗M が well-definedとなる．
話を変えて，リーマン多様体の研究において，個々のリーマン多様体を研究するのではなく，与えられた適
切な条件を満たすリーマン多様体全体に渡って成立する性質を調べることはとても重要である．例えば，「正
のリッチ曲率を持つコンパクトリーマン多様体の基本群は常に有限群である」という主張はその一例である．
そこで，ある定数 K でリッチ曲率が下から (n− 1)K で押さえられた n次元完備リーマン多様体全般（もし
くはさらに，アインシュタイン多様体であるといったような，プラスアルファの条件をつけて，それも満たす
全体）に渡って成立する性質を調べることを考えたい．このような，リッチ曲率の下からの下限を仮定した
リーマン多様体が持つ性質の研究は，代数，幾何，解析的にも興味深い一分野であることが知られている．
グロモフによる，グロモフ・ハウスドルフ収束の概念と，そのプレコンパクト性定理と呼ばれる主張，深谷
氏による測度付きグロモフ・ハウスドルフ収束の概念とそのプレコンパクト性定理は，リッチ曲率が下に有界
なリーマン多様体の研究において，多様体の収束・崩壊理論が非常に重要な道具の一つであること示唆してい
る．そのことを以下に少し説明を与えよう．
点付き距離空間列 (Xi, xi), (i = 1, 2, · · · ,∞, xi ∈ Xi)と Xi 上のラドン測度 υi に対して，点付き測度距離
空間列 (Xi, xi, υi)が (X∞, x∞, υ∞)に測度付きグロモフ・ハウスドルフ収束する (以下簡単に (Xi, xi, υi)→
(X∞, x∞, υ∞)と書く)とは，ある正の実数列 Ri →∞，εi → 0と，写像 φi : BRi(xi)→ BRi(x∞)が存在し
て，以下の条件を満たすことを言う：

1. φi(xi) = x∞, BRi(x∞) ⊂ Bεi(φi(BRi(xi))) が成り立つ．ここに，Br(A) で A の r-開近傍を表すと
する．

2. 任意の x, y ∈ BRi(xi)に対して，|x, y − φi(x), φi(y)| < εi が成り立つ．ここに，x, y は xと y の間の
距離である．

3. 任意の r > 0と，zi → z∞を満たす任意の zi ∈ Zi(i = 1, · · ·∞)に対して，υi(Br(zi)))→ υ∞(Br(z∞))

が成り立つ．ここに，zi → z∞ とは，φi(zi), z∞ → 0が成り立つことを言う．

そこで次の状況を考える：nを固定された正の整数，K を固定された実数とし，(Mi,mi)を完備な点付き n

次元リーマン多様体列 (i = 1, 2, · · · )でそのリッチ曲率が下から (n − 1)K で押さえらているとし，(Y, y)を

∗ Supported by GCOE ‘Fostering top leaders in mathematics’, Kyoto University.
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固有な距離空間，y ∈ Y，υ を Y 上のあるラドン測度で，(Mi,mi, vol) → (Y, y, υ)とせよ．ここで，距離空
間が固有であるとは，その任意の有界閉集合がコンパクトであることを言い，volは正規化されたリーマン測
度 vol = vol/volB1(mi)である．先に述べたプレコンパクト性定理とは，このような (Y, y, υ)の性質や，そ
れとMi の性質との関係を調べることで，リッチ曲率が下から (n− 1)K で押さえらた n次元リーマン多様体
全般に渡って成立する性質を導く一つの道具であると思ってよい．この捉え方が筆者が考える，リッチ曲率に
関わる多様体の収束・崩壊理論である．
本講演では，この多様体の収束・崩壊理論に関して，リプシッツ関数の収束に関する，ある新しい概念を紹
介し，その性質と応用を述べたい．そのためにはもう少し言葉が必要である．以下，上記 (Mi,mi), (Y, y, υ)

を固定する．チーガー・コールディングは [1]で，ラーデマハァの定理が Y でもある意味で正しいことを示し
た．簡単に説明しよう．この状況で Y の余接束 T ∗Y（これは位相空間である）が適切な意味で構成でき，射
影 π : T ∗Y → Y（これはボレル写像である）が定まって，次の性質を持つ：

1. υ(Y \ π(T ∗Y )) = 0.

2. 各 x ∈ π(T ∗Y )に対し，ファイバー π−1(x)は自然に有限次元ヒルベルト空間の構造を持つ．（その内
積を簡単に 〈·, ·〉と書き，それから定まるノルムを | · |と書くことにする．）

3. 任意の開集合 U ⊂ Y とその上の任意のリプシッツ関数 f に対して，あるボレル集合 Uf ⊂ U と切断
df : Uf → T ∗Y（これはボレル写像である）が存在して，次を満たす：
（a）υ(U \ Uf ) = 0.

（b）任意の x ∈ Uf に対して，|df(x)| = Lipf(x)が成り立つ．ここに，Lipf(x)は f の xにおける局
所リプシッツ定数で，

Lipf(x) = lim sup
r→0

(
sup

z∈Br(x)\{x}

|f(x)− f(z)|
x, z

)

と定義される．

この T ∗Y の持つ上記性質が Y 上のリプシッツ関数に関するラーデマハァの定理とみなせる．
次に，空間のグロモフ・ハウスドルフ収束に伴う，リプシッツ関数の各点収束の概念を述べよう．R を正
の実数とし，fi を BR(mi)上のリプシッツ関数，f∞ を BR(y)上のリプシッツ関数としたとき，fi が f∞ に
BR(y) 上，各点収束する (fi → f∞ と書く) とは，xi → x∞ を満たす任意の xi ∈ BR(mi) と x∞ ∈ BR(y)

に対して，fi(xi) → f∞(x∞) となることを言う．例えば，zi → z∞ を満たす，任意の zi ∈ Mi と z∞ ∈ Y

に対して，rzi → rz∞ が成り立つ．ここに rzi は zi からの距離関数（これは 1-リプシッツ関数）である：
rzi(x) = zi, x．もし，与えられた BR(mi) 上のリプシッツ関数列 fi が，supi(Lipfi + |fi(mi)|) < ∞ を
満たせば，ある部分列 {n(i)}i と，BR(y) 上のあるリプシッツ関数 f∞ が存在して fn(i) → f∞ となるこ
とが，アスコリ・アルツェラの定理と同様にしてわかる．ここに，Lipf とは f のリプシッツ定数である：
Lipf = supx
=z |f(x)− f(z)|/x, z．注意として，ディリクレ問題に対するラプラシアンの固有関数のような，
幾何学的に意味のある BR(mi) 上の関数 fi を考えると，上記 supi(Lipfi + |fi(mi)|) < ∞ という仮定は，
リッチ曲率の下限の仮定と適切な勾配評価によって，満たされることが多いことを注意しておく．そこで以
下，正の実数 R > 0と BR(mi)上のリプシッツ関数 fi，BR(y)上のリプシッツ関数 f∞ で，supi Lipfi <∞
かつ，fi → f∞ が成り立つ，という状況を固定する．注意として，この状況では，fi は f∞ にある意味で，一
様収束していることを指摘しておきたい．これで，本講演で述べたい主張を与えるための言葉がそろった．
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2 収束 dfi → df∞ の定義

2.1 述べたいこと

以上の設定の下に，各 x ∈ BR(y)に対し，dfi は df∞ に点 xで収束するという定義を与えたい．安直にそ
の定義を与えようとしたとき，まず xi ∈ BR(mi)で xi → xとなる列を取って，dfi(xi)が df∞(x)に収束す
る，と定義したいが，そもそも入っている空間が dfi(xi) ∈ T ∗

xi
Mi と df∞(x) ∈ T ∗

x Y で異なるので，それらを
比べることができない点が難しい．また，空間を固定して考えることによる種々の考察から，もしその定義が
うまく定義できるのであれば，少なくとも次の性質は成り立って欲しい：

1. zi → z∞ なる任意の zi ∈ Mi と z∞ ∈ Y に対し，drzi は drz∞ に各 x ∈ Y で収束する．
2. 各 fi が調和関数や固有関数といったような，ラプラシアンに関わる幾何学的に意味のある関数であれ
ば，dfi は df∞ に各 x ∈ BR(y)で収束する．

3. もし BR(y)上で dfi が df∞ に収束していれば，fi のエネルギーは f∞ のエネルギーに収束する：

lim
i→∞

∫
BR(mi)

(Lipfi)2dvol =
∫

BR(y)

(Lipf∞)2dυ.

これらを満足する定義で，もっとも弱い定義を与えることができる．それが次であり，本講演でもっとも述べ
たいことである：

定義 2.1 (H)

任意の x ∈ BR(y)に対し，xで dfi は df∞ に収束する，を以下が成り立つこととして定義する：任意の ε > 0

と，xi → xとなる任意の xi ∈ BR(mi)，zi → z∞ なる任意の zi ∈ Mi と z∞ ∈ Y に対して，ある r > 0が存
在して，任意の 0 < t < r に対して，

lim sup
i→∞

∣∣∣∣∣ 1
volBt(xi)

∫
Bt(xi)

〈drzi , dfi〉dvol−
1

υ(Bt(x))

∫
Bt(x)

〈drz∞ , df∞〉dυ

∣∣∣∣∣ < ε

と
lim sup

i→∞
1

volBt(xi)

∫
Bt(xi)

(Lipfi)2dvol ≤
1

υ(Bt(x))

∫
Bt(x)

(Lipf∞)2dυ + ε

が成り立つ．

この定義のポイントは二つ目の式が不等式な点である．ここを不等式にしておくことで，与えられたリプシッ
ツ関数列 fi に対して，いつ dfi が df∞ に収束するかのチェックがしやすくなる．以下，各 x ∈ BR(y)で dfi

は df∞ に収束するとき，簡単に (fi, dfi)→ (f∞, df∞)と書くことにする．次が成り立つことから，この定義
は悪くない定義であることがわかる：

定理 2.2 (H)

次が成り立つ：

1. zi → z∞ を満たす任意の zi ∈ Mi と z∞ ∈ Y に対して，(rzi , drzi)→ (rz∞ , drz∞)．
2. もし，fi が C2 関数であって，

sup
i

∫
BR(mi)

(Δfi)2dvol <∞
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を満たせば，(fi, dfi) → (f∞, df∞) が成り立つ．さらに，fi が調和関数であれば，f∞ も調和関数で
ある．

3. (fi, dfi)→ (f∞, df∞)かつ (gi, dgi)→ (g∞, dg∞)であれば，(fi+ gi, d(fi+ gi))→ (f∞+ g∞, d(f∞+

g∞))かつ (figi, d(figi))→ (f∞g∞, d(f∞g∞))が成り立つ．さらに，R上の連続関数列 Fi が，F∞ に
コンパクト一様収束しているとすると，

lim
i→∞

∫
BR(mi)

Fi(〈dfi, dgi〉)dvol =
∫

BR(y)

F∞(〈df∞, dg∞〉)dυ

が成り立つ．

ここで，極限空間上の調和関数の定義については与えないことにする．そこで次に，これらの主張の証明のア
イデアを簡単に述べたい．

2.2 証明のアイデア

まずチーガー・コールディングによって Y は rectifiableと呼ばれる性質を持つことがわかっている．この
定義を正確に述べると時間がかかるので簡単に述べると，多様体の定義が，ユークリッド空間上の開集合を同
相写像で張り合わせた図形，として定義されるのに対し，測度付き距離空間が rectifiableであるとは，測度 0

を除いて，その距離空間がユークリッド空間上のボレル集合を双リプシッツ写像で張り合わせたような図形に
見える，という定義である．上記定理の証明における第一ステップは，その各双リプシッツ写像をある点から
の距離関数の組で構成できることを示すことである．それを用いて，Y 上の任意のリプシッツ関数 f の，Y

の点からの半径微分 〈drz, df〉を幾何的に計算する手段を，分裂定理と呼ばれる深い結果を用いて与えること
が第二ステップである．その計算方法を使って種々のリプシッツ関数のある点からの半径微分の計算を行い，
その積分を，無限小のレベルで分裂原理を用いることにより，コントロールすることが第三ステップである．
それらの議論から，上記主張が得られる．もちろんこれではほとんど説明になっていないので，もし興味をも
たれた方がいらっしゃれば，[3]でその詳細を見ていただきたい．そこで最後に，この概念とその性質を用い
たリーマン多様体への応用の一つを述べる．

3 非負曲率多様体上の調和関数
C上の有界正則関数は定数に限る，という事実はリュービルの定理として今日知られている．この微分幾何
へのアナロジーとして，チェン・ヤウは，非負のリッチ曲率を持つ完備なリーマン多様体上の有界な調和関数
は定数に限る，という主張を示した．以下，M をリッチ曲率が非負である n(≥ 3)次元完備なリーマン多様体
として固定する．非負の実数 dに対し，Hd(M)で高々 d次の多項式増大度を持つM 上の調和関数からなる
線形空間とする．そこで，コールディング・ミニコッチは，次元にのみ依存する正の定数 C(n) ≥ 1が存在し
て，各 dに対して dimHd(M) ≤ C(n)dn−1 が成り立つことを示した．注意として，上記チェン・ヤウの結果
は dimH0(M) = 1という主張に他ならない．以上の結果は，非負のリッチ曲率を持つリーマン多様体上の多
項式増大度を持つ関数はそれほど存在しないことの一つの表現であると考えられる．
そこで，コールディング・ミニコッチは次の研究方針として，漸近体積と呼ばれる量：

VM = lim
R→∞

volBR(m)
volBR(0n)
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を考え，これが正であるときに，M 上の多項式増大度を持つ調和関数と，M の漸近錘上の多項式増大度
を持つ調和関数には関係があるだろう，と示唆した．ここで，m ∈ M, 0n ∈ Rn で，上記極限は常に存
在し，一般に 0 ≤ VM ≤ 1 が成り立ち，かつ，この量は m の取り方によらない．以下では VM > 0 と
仮定し，固有な点付き距離空間 (M∞,m∞) が M の漸近錘であるとは，ある増大列 Ri → ∞ があって，
(M,m,R−1

i dM , vol) → (M∞,m∞,Hn)が成り立つこととする．ここに，dM はM の距離で，R−1
i dM はリ

スケールされた距離である．注意として，チーガー・コールディング，ペレルマンの結果によって，少なくと
も一つはM の漸近錘が存在するが，一意とは限らず，任意の漸近錘 (M∞,m∞)は，あるコンパクトな距離
空間X があって，その錘 (C(X), p)と等長的であることが知られている．ここで，距離空間X の錘の定義を
与えることは出来ないが，R≥0 ×X/{0} ×X 上に適切な距離を入れた距離空間であり，pはその極である．
そこで，コールディング・ミニコッチによる上記示唆を実行するにはまず，漸近錘上の多項式増大度を持つ
調和関数とは何であるかをはっきりさせる必要がある．説明を与えていない言葉が含まれているが，それは次
である：

定理 3.1 (H)

M の任意の漸近錘 (M∞, m∞) = (C(X), p)と任意の非負の実数 dに対し，

dimHd(M∞) = dimEd(d+n−2)(X) ≤ C(n)dn−1

が成り立つ．ここに Ed0(X)は d0 以下のラプラシアンの固有値を持つ X 上の固有関数で張られる線形空間
とする．

この定理は，ユークリッド空間上の多項式増大度を持つ調和関数は球面調和関数で生成される，という事実の
アナロジーであり，M の漸近錘上の多項式増大度を持つ調和関数の完全な特徴づけを与えている．この定理
を用いると，各 (M∞,m∞)上の多項式増大度を持つ調和関数からなる空間のヴェイユ型漸近評価を与えるこ
とができるが，ここでは省略する．その代わり，コールディング・ミニコッチの示唆を支持する，M 上の多
項式増大度を持つ調和関数と，その漸近錘上の多項式増大度を持つ調和関数との間に一つの関係を与える次の
リュービル型の定理を紹介する：

定理 3.2 (H)

次の性質を満たす d1 ≥ 1が唯一つ存在する：

1. 任意の 0 < d < d1 とM の任意の漸近錘 (M∞,m∞)に対して，dimHd(M) = dimHd(M∞) = 1 が
成り立つ．

2. あるM の漸近錘 (M∞,m∞)が存在して，dimHd1(M∞) > 1 が成り立つ．

参考文献
[1] J. Cheeger and T. H. Colding, On the structure of spaces with Ricci curvature bounded below,

III, J. Differential Geom. 54 (2000), 37-74.

[2] T. H. Colding and W. P. Minicozzi II, Harmonic functions with polynomial growth, J. Differ-

ential Geom. 46 (1997), 1-77.

[3] S. Honda, Ricci curvature and convergence of Lipschitz functions, preprint, arXiv:1005.1040.
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チーガーとコールディングの微分同型定理の拡張について12

近藤 慶
東海大学 理学部 数学科 非常勤講師

e-mail :
keikondo@keyaki.cc.u-tokai.ac.jp

概 要

X を完備・非コンパクト連結 n次元リーマン多様体とする。このとき、チーガー
とコールディングは、もしX のリッチ曲率が至る所非負で、かつ、ユークリッド型
の体積増大値が、Xの各点で、十分１に近ければ、Xは、n次元ユークリッド空間に
微分同型である事を示した。[KT2]において、我々は、この定理の条件「Xのリッチ
曲率が至る所非負」を外した拡張に成功した。本講演では、その拡張定理についてお
話しする。

1 ユークリッド型の体積増大値を使った微分同型定理
グローヴと塩濱 [GS]によって定義された完備リーマン多様体X上の点 x ∈ Xに関する
距離関数 d(x, · )の臨界点3とその理論4は、Xの位相を調べる際に大変強力なイメージと
情報を我々に与えてくれる。特に、Xが非コンパクトであるとき、もし d(x, · )の臨界点
が (x以外に)なければ、Xがユークリッド空間に微分同型になる事が直ぐに理解出来る。
ところが、「d(x, · )の臨界点の集合が有界になる様な自然な条件」を見つける事は比較的
簡単ではあるが ([KT1]を参照)、「d(x, · )の臨界点を殲滅せしめる自然な条件」を見つけ
る事は、意外に難しい。つまり、Xが、ユークリッド空間に微分同型になると言う事が異
常な事態だと思えば、かなり強力な条件を付けざるを得ないと考えるのが、素直なのかも
しれない ([ST]を参照)。

以下、Xをリッチ曲率が至る所非負である完備・非コンパクト連結n次元リーマン多様
体とする。従って、Xに対する参照空間は、曲率が 0である n次元ユークリッド空間R

n

である。ここで注意したい事は、リッチ曲率の幾何は、『量』の世界、つまり、『体積』の
世界であると言う事である (例えば、各XとR

n内で、それぞれ同じ半径の距離球の体積
を考えれば、「R

n内の距離球の体積の方がXのそれより大きい」として、非負リッチ曲
率の幾何の特徴を一言で言い表す事が出来る)。

1第 57回幾何学シンポジウム講演用アブストラクト, 2010年 8月 8日, 神戸大学
2本講演の結果は、田中 實教授 (東海大学)との共同研究からのものである。
3任意に固定した点 x ∈ X に対して、点 y ∈ X が、距離関数 d(x, · )の臨界点であるとは、任意の接ベ

クトル v ∈ TyX に対して、yと xを結ぶ最短測地線 γ が存在して、

∠(v, γ′(0)) ≤ π/2

を満たす時を言う。
4グロモフ [G]によって、彼らのテクニックはイソトピー命題として、純化された。
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さて、上述した「d(x, · )の臨界点を殲滅せしめる」何か強力な条件をXに与える為に、
大津 [O] は、不変量

lim
t→∞

vol Bt(x)

tn volSn−1(1)
(1.1)

を初めて導入した。Xの参照空間がR
nである事から、(1.1)をXのユークリッド型の体

積増大値と呼ぶ。ここで、Bt(x) := {y ∈ X | d(x, y) < t}, Sn−1(1) := {v ∈ R
n | ‖v‖ = 1}

であり、volBt(x)と volSn−1(1)は、それぞれBt(x)と Sn−1(1)の体積を表す。大津 [O]は、
X に対して、非負と言うリッチ曲率の条件以外に、参照曲面が有限全曲率を許容する漸
近的非負断面曲率の条件を付け加え、X のユークリッド型の体積増大値が十分 1に近い
と言う状況のもとで、XがR

nに微分同型である事を示した。ここで、「漸近的非負断面
曲率の条件」が加えられた理由は、トポノゴフの比較定理を使いたいからである。つま
り、『量』だけの世界では、距離関数の臨界点の理論 (測地線論)と上手く噛み合ないから
である。
この大津の結果の後、ユークリッド型の体積増大値を使ったありとあらゆる微分同型定
理が生まれたが、そんな中でも、「断面曲率の条件」を外したと言う意味において、次の
チーガーとコールディングの結果は、群を抜いて光り輝いている。

定理 1.1 ([CC, Theorem A.1.11]) Xをリッチ曲率が至る所非負である完備・非コンパク
ト・n次元リーマン多様体とする。この時、nによる定数 δ(n) > 0が存在して、もし、各
点 x ∈ Xで、 ユークリッド型の体積増大値が

lim
t→∞

vol Bt(x)

tn volSn−1(1)
≥ 1− δ(n)

を満たすならば、XはR
nに微分同型である。

近年、我々は、この定理 1.1 の条件「Xのリッチ曲率が至る所非負」を外し、この定理
の拡張に成功した ([KT2])。つまり、我々の比較定理における参照空間は、必ずしも定曲
率空間ではない。その拡張には、『放射リッチ曲率の幾何』の概念が必要である。次節で
は、その『放射リッチ曲率の幾何』の定義について述べる。

2 定義：放射リッチ曲率の幾何とモデル型の体積増大値
以下、M̃nを基点 p̃ ∈ M̃ を持つ、R

nに同相な、完備・非コンパクト n次元リーマン多
様体とし、Gを M̃nの断面曲率とする。

定義 2.1 組 (M̃n, p̃)が、n次元モデルであるとは、M̃nのリーマン計量が ds̃2が、測地的
極座標

ds̃2 = dt2 + f(t)2dθ2, ∀(t, θ) ∈ (0,∞)× Sn−1
p̃ (2.1)

で与えられている時を言う。特に、n = 2の時、(M̃2, p̃)を回転面モデルと呼ぶ。ここで、
fは (0,∞)上で定義された正定値C∞-関数で、0の周りで滑らかに奇関数へと拡張出来る
ものとし、dθ2は Sn−1

p̃ := {v ∈ Tp̃M̃
n | ‖v‖ = 1}上のリーマン計量とする。
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n次元モデル (M̃n, p̃)の分類については、[KK]を参照。

定義 2.2 (M̃n, p̃)を n次元モデルとする。このとき、Gを p̃から出る任意の子午線 γ̃に制
限した関数

G ◦ γ̃ : [0,∞) −→ R

を (M̃n, p̃)の放射曲率関数と呼ぶ。

放射曲率関数G ◦ γ̃ : [0,∞) −→ Rに対して、f がヤコビの微分方程式

f ′′(t) + G(γ̃(t))f(t) = 0, f(0) = 0, f ′(0) = 1

を自然に満たす事に注意したい。

以下、組 (M, p)を基点 p ∈ Mを持つ完備・非コンパクトn次元リーマン多様体とする。

定義 2.3 基点 pに関する (M, p)の放射リッチ曲率が n次元モデル (M̃n, p̃)の放射曲率関
数 G(γ̃(t))で下から押さえられているとは、pから出る (速さが 1の)任意の最短測地線
γ : [0, a) −→M に沿って、γ′(t)に関するM のリッチ曲率Ricpが

Ricp(γ
′(t)) :=

1

n− 1

n−1∑
i=1

〈R(γ′(t), ei)γ
′(t), ei〉 ≥ G(γ̃(t)), ∀t ∈ [0, a) (2.2)

を満たす時を言う。ここで、RはMのリーマン曲率テンソルを表し、{e1, e2, · · · , en−1} :=

{e1(t), e2(t), · · · , en−1(t)}は、γ′(t)に直交する Tγ(t)M 内の超曲面の正規直交基底を表す。

例えば、(2.2)のもと、n次元モデル (M̃n, p̃)のリーマン計量が dt2 + t2dθ2、又は、dt2 +

sinh2 t dθ2であるならば、放射曲率関数は、G(γ̃(t)) = 0、又は、G(γ̃(t)) = −1となる。
特に、放射リッチ曲率の符号は、ワイルド (デタラメ)に変わる事に注意したい ([TK]を
参照)。

定義 2.4 基点 pに関する (M, p)の放射リッチ曲率が n次元モデル (M̃n, p̃)の放射曲率関
数G(γ̃(t))で下から押さえられているとする。このとき、

lim
t→∞

vol Bt(p)

vol Bt(p̃)
(2.3)

をM のモデル型の体積増大値と呼ぶ。ここで、Bt(p) := {x ∈ M | d(p, x) < t}, Bt(p̃) :=

{x̃ ∈ M̃n | d(p̃, x̃) < t}である。

(2.3)を『モデル型』と呼ぶ理由は、(1.1)のユークリッド型の体積増大値と違い、放射リッ
チ曲率の符号がワイルドに変わるからである。
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3 主結果
本講演の主結果は、以下である：

主定理. ([KT2]) M を完備・非コンパクト連結 n次元リーマン多様体とする。このとき、
任意に固定した点 p ∈ M に対して、

(A–1) [0,∞)上で定義された二つのリプシッツ関数G(t)とK(t)が存在し、各自、それぞ
れ、以下を満たす：

(A–1.1) pに関するM の放射リッチ曲率が、Gを放射曲率関数として持つ n次元
モデル (M̃n, p̃)のそれで下から押さえられる。

(A–2.2) pに関するM の放射断面曲率が、Kを放射曲率関数として持つ回転面モ
デル (Ñ , õ)のそれで下から押さえられる5。

(A–2) 更に、もしM と (A–1.1)の n次元モデル (M̃n, p̃)が

lim
t→∞

volBt(p̃) =∞ (3.1)

かつ
lim
t→∞

volBt(p)

volBt(p̃)
≥ 1− F (δ(K∗)) (3.2)

を満たせば、M は、R
nに微分同型である。ここで、

K∗ := min{0, G,K}, δ(K∗) :=
π

2
exp

(∫ ∞

0

tK∗(t)dt

)
であり、F は、[0, π]上の関数で

F (r) :=

(∫ π

0

sinn−2 t dt

)−1 ∫ r

0

sinn−2 t dt

と定義される。

(A–2)において、条件として
∫∞
0

t K∗(t)dtの有界性は、必要ない。つまり、その積分値が有
界であれ非有界であれ、(A–2)は成立する。更に、(A–2)は、定理 1.1に対して、以下の三
点においてアドバンテージを持つ：(i) 条件 (3.1)は、大変自然である。例えば、M̃n = R

n

であるとき。(ii) 条件 (3.2)において、我々のモデル型の体積増大度は、具体的な値で下
から押さえられている。(iii)点 pは、固定点。
尚、条件 (3.1)は、放射断面曲率の場合は、必要がない、即ち、主結果の系として、以
下を得る：

5基点 pに関する (M,p)の放射断面曲率が回転面モデル (M̃2, p̃)の放射曲率関数K(γ̃(t))で下から押さ
えられているとは、pから出る (速さが 1の)任意の最短測地線 γ : [0, a) −→ M に沿って、M の断面曲率
KM が

KM (σt) ≥ K(γ̃(t)), ∀σt ⊂ Tγ(t)M, ∀t ∈ [0, a)

を満たす時を言う。ここで、σt ⊂ Tγ(t)M は、γ′(t)と接ベクトル v ∈ Tγ(t)M で張られる 2次元線形空間。
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主定理の系. ([KT2]) (M, p)を、基点 p ∈ Mを持つ、完備・非コンパクト連結n次元リー
マン多様体とし、pに関するM の放射断面曲率が回転面モデル (M̃, p̃)の放射曲率関数
G(γ̃(t))で下から押さえられているとする。もし

lim
t→∞

vol Bt(p)

vol Bt(p̃)
≥ 1− F (δ(G−))

ならば、M は、R
nに微分同型である。ここで、G− := min{0, G}とおいた。

この系は、do CarmoとChangyu ([CaCh])の結果を含む。つまり、f を (M̃, p̃)のねじれ
関数とすれば、f(t) = tであるとき、do CarmoとChangyuのケースとなる。
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DYNAMICAL MORSE INEQUALITY

深谷 友宏 ∗

京都大学大学院理学研究科

この解説記事は，京都大学の浅岡正幸氏及び塚本真輝氏との共同研究に基づきます．

1 導入
Bertelson-Gromov は [2] にて Dynamical Morse inequality の研究を提唱しました．この
記事では彼等の理論を紹介し，私達の共同研究 [1]がその理論をどのように補完しているかを解説
します．

X を閉多様体とし，f : X × X → R を滑らかな関数とします．n = 1, 2, 3, · · · に対し，
f : Xn+1 → Rを次の式で定めます．

fn(x0, . . . , xn) =
1
n

n−1∑
i=0

f(xi, xi+1).(1)

fn の “物理的” な意味は次の通りです．n 個の “原子” が直線上に並んだ “結晶” を考えます．各
原子の状態は多様体 X で記述されているとし，隣接する二つの原子の状態に依って定まる “ポテ
ンシャル” が関数 f : X ×X → R で与えられているとします．このとき fn の臨界点はこの “結
晶” の “基底状態” を表していると考えられます．n を大きくしていったときに fn の臨界点の個
数の漸近的な振る舞いは，統計力学的にも興味深いと思われます．そこで，n→∞での極限での
“f∞”の臨界点の “繰り込まれた個数”というものを定義して，それを XN の “繰り込まれた Betti

数”で評価しよう，というのが Bertelson-Gromovの理論です．
cを実数とし δを正の実数とします．このとき，Nn(c, δ)を fnの臨界点 pで，c−δ < fn(p) < c+δ

を満たすものの個数と定めます．すなわち:

Nn(c, δ) = �{p ∈ xn+1 : (dfn)p = 0, c− δ < fn(p) < c+ δ}.

さらに N(c, δ) = lim inf
n→∞

1
n
logNn(c, δ) とおき，N(c)を次で定めます．

N(c) = lim
δ→0

N(c, δ).

2000 Mathematics Subject Classification. Primary 57R70

Key words and phrases. critical point, Morse function, Betti-number entropy
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Bertelson-Gromovは [2]にて次のDynamical Morse inequalityを証明しました．

定理 1.1 (Bertelson-Gromov). 次の条件が満たされていると仮定する：

全ての fn : Xn+1 → R(n ≥ 1)はMorse関数である．(2)

このとき任意の c ∈ Rに対し，次の不等式が成り立つ．

N(c) ≥ b(c)(3)

ここで b(c)は [2]で導入された Betti-number entropyである．これについては第 2節で解説
する．

ここで，第 2 節で述べられる性質を使って，上記の不等式について考察してみましょう．まず
少し記号を用意します．mn = minp∈Xn+1(fn(p)), Mn = maxp∈Xn+1(fn(p)) とおきます．極限
m∞ = limn→∞ mn = supn≥1 mn とM∞ = limn→∞ Mn = infn≥1 Mn が存在することは初等的
に示されます [3, Lemma 3.1]．関数 b(c)は凹関数であり m∞ < c < M∞ のとき b(c) > 0です．
したがって m∞ �= M∞ であれば1，上記の力学Morse不等式 (2)は臨界点の分布 N(c)に関する
非自明な評価を与えます．
さて，定理 1.1から当然次の問題が浮かんできます：定理の仮定 (2)を満たす滑らかな関数は沢
山あるのか．私達の共同研究でこの問題に肯定的な結果が得られました．私達の主結果を述べる前
に，この問題が非自明であるということを強調しておきます．例えば，

nfn(x, . . . , x,y1, . . . , ym, x, . . . , x)

= f(x, y1) + f(ym, x) + (n−m− 1)f(x, x) +
m−1∑
i=1

f(y, yi+1)

の値は y1, . . . , ym の前に現れる xの個数に依存しません．fn を標準的な方法で摂動するとこの性
質は保たれないので，既知の議論はそのままでは適用できないのです．
以下に私達の主結果を述べます．C∞(X × X) を X × X 上の実数値 C∞ 級関数の集合とし，

C∞-収束の位相を入れます．

定理 1.2 (Asaoka-Tsukamoto-F). 条件 (2)を満たすような f ∈ C∞(X×X)の集合は C∞(X×
X)の中の第 2類集合2である．実際，可算個の稠密開集合の共通部分を含む．

C∞
s (X × X) で f ∈ C∞(X × X) のうち，対称なもの，すわなち，任意の x, y ∈ X に対し

f(x, y) = f(y, x)を満たすもの全体を表すことにします．Xn+1 を “結晶の状態空間”とみなすと
き，f が対称であるという仮定は自然な条件です．

1 f が対角 Δ = {(x, x)} ⊂ X × X 上で定数でなければ，m∞ 	= M∞ となる．
2 X を位相空間とし，A ⊂ X とする．閉包 Ā が内点を持たないとき，Aは疎であるという．高々可算個の疎集合の
和として表される集合を第 1類集合という．第 1類集合でない集合を第 2類集合という．
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定理 1.3 (Asaoka-Tsukamoto-F). 条件 (2)を満たすような f ∈ C∞
s (X×X)の集合は C∞

s (X×
X)の中の第 2類集合である．実際，可算個の稠密開集合の共通部分を含む．

2 Betti-number entropy概説

2.1 微分位相幾何学からの準備

M を n-次元コンパクト C∞-級多様体とします．M が向き付け可能な場合は（実数係数の）de
Rham コホモロジーを使い，そうでない場合は Z/2Z 係数の特異コホモロジーを使うことにしま
す．a ∈ H∗(M) = ⊕k≥0H

k(M)とし，U ⊂M を開集合とします．

定義 2.1. ある開集合 V ⊂ M が存在してM = U ∪ V かつ H∗(V )で a|V = 0となるとき，aの
サポートは U に含まれるといい，supp a ⊂ U と表す3．

de Rhamコホモロジーを使う場合，supp a ⊂ U はある閉微分形式 αが存在して，suppα ⊂ U4か
つ a = [α]であることを意味します．

例 2.2. a ∈ Hdim M (M)とする．任意の空でない開集合 U ⊂M に対し supp a ⊂ U．

補題 2.3. a, b ∈ H∗(M)とし，U, V ⊂M を開集合とする．supp a ⊂ U かつ supp b ⊂ V である
なら，supp a ∪ b ⊂ U ∩ V である．

証明. de Rhamコホモロジーの場合は微分形式を考えれば明かです．

a ∈ Hq(M) に対し，PD(a) = a ∩ [M ] ∈ Hn−q(M) で a の Poincaré 双対元を表すことにし
ます．

補題 2.4. a ∈ Hq(M)とし，U ⊂M を開集合とする．supp a ⊂ U は，PD(a)が写像Hn−q(U)→
Hn−q(M)の像に含まることと同値である．

命題 2.5. ϕ : M → R を Morse 関数とし，c < d を実数とする．A ⊂ H∗(M) を部分ベクトル
空間で次の条件を満たすものとする：全ての a ∈ A \ 0 は，supp a ⊂ ϕ−1(−∞, d) かつ，ある
b ∈ H∗(M) で supp b ⊂ ϕ−1(c,+∞)なるものが存在して a ∪ b �= 0を満たす．このとき

�{p ∈ ϕ−1(c, d) : (dϕ)p = 0} ≥ dimA.

証明. 補題 2.4を使ってコホモロジー類のサポートに関する条件を，ホモロジー類の条件に置き換
えて，Morse理論を使います．

3 supp aという集合が定義された訳ではないことに注意．
4 αは微分形式だから supp αは集合として定義されている．
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2.2 Betti-number entropy

この節では Bertelson-Gromov[2] で導入された Betti-number entropy について解説します．
X, f, fn, mn,Mn を第 1 節で導入した通りとします．πn : Xn+1 → Xn を射影 (x0, . . . , xn) 	→
(x0, . . . , xn−1)とします．開集合 U ⊂ Xn+1 に対し，部分ベクトル空間 An(U) ⊂ H∗(Xn+1)を，

An(U) = {a ∈ π∗
n(H

∗(Xn)) : supp a ⊂ U}

で定めます．c ∈ R, δ > 0に対し，次の写像を考えます：

An(f−1
n (−∞, c+ δ))→ Hom(An(f−1

n (c− δ,+∞)), An(f−1
n (c− δ, c+ δ))),

a 	→ (b 	→ a ∪ b).

Betti-number entropy b(c)は次で定義されます．

b(c) = lim
δ→0

(
lim

n→∞
1
n
log bn(c, δ)

)
.

命題 2.5より c ∈ R, δ > 0に対して Nn(c, δ) ≥ bn(c, δ)となるので，N(c) ≥ b(c)を得ます．
以下に，Betti-number entropyの基本的な性質を列挙します．証明は [2]を参照してください．

命題 2.6. c ∈ [m∞,M∞]なら b(c) ≥ 0．c /∈ [m∞,M∞]なら b(c) = −∞．

命題 2.7. b(c)は凹関数：c, c′ ∈ Rと 0 ≤ α ≤ 1に対し，b(αc+(1−α)c′) ≥ αb(c)+ (1−α)b(c′).

命題 2.8. b(c) > 0となる c ∈ Rが存在する．

系 2.9. m∞ �= M∞ であるなら，c ∈ (m∞,M∞)に対し b(c) > 0．

3 定理 1.2，1.3の証明のアイディア
X を滑らかな閉多様体とします．f ∈ C∞(X ×X)に対し，Sn(f) ∈ C∞(Xn+1)を

Sn(f) =
n−1∑
i=0

f(xi, xi+1)

で定めます．fn = Sn(f)/n となります．n ≥ 1 を固定したときに，集合 {f ∈ C∞(X × X) :

Sn(f)はMorse関数 }は C∞(X ×X)の開集合です（同様の主張は C∞
s (X ×X)に対しても成立

します）．したがって定理 1.2， 1.3は次の定理から従います．

定理 3.1. n ≥ 1 を固定する．任意の f ∈ C∞(X × X) は Sn(g) が Morse 関数になるような
g ∈ C∞(X ×X)でいくらでも近似できる．f が対称なら，対称な関数 g で近似できる．
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証明の要点は次の通りです．n ≥ 1を固定して考えます．まず，X は R
N に埋め込まれている

と仮定します．p ∈ Xn+1 と α ∈ (RN )n+1 に対し，ある対称な関数 fp,α ∈ C∞
s (X ×X)が存在

して

Sn(fp,α)(x) = 〈α,x− p〉(4)

が x ∈ Xn+1 で成立すればよいのですが，もちろんそれは不可能です．しかし，局所的には (4)

が成立するように fp,α を構成することができます．点 p = (p0, . . . , pn) の各成分の内の，どの
二つの成分が一致しているか，に着目するところが要です．そこで Pn で {0, 1, 2, . . . , n} の分割
全体を表します．σ ∈ {P1, P2, . . . , Pl} ∈ Pn に対し，|σ| = l とし，各 i ∈ Pj(i = 1, 2, . . . , n)に
対し σ(i) = Pj とします．例えば σ = {{0}, {1, 3}, {2}} ∈ P3 なら |σ| = 3, σ(0) = {0}, σ(1) =

σ(3) = {1, 3}, σ(2) = {2}. σ, τ ∈ Pn に対し，σ が τ の細分のとき τ ≥ σ と定めます．
σ ∈ Pn に対し，Xσ, RN

σ を次で定めます．

Xσ = {(x0, . . . , xn) ∈ Xn+1 : σ(i) = σ(j)なら xi = xj},
R

N
σ = {(v0, . . . , vn) ∈ (RN )n+1 : σ(i) = σ(j)なら vi = vj}.

Xσ ⊂ R
N
σ です．τ ≥ σ なら Xτ ⊂ Xσ かつ R

N
τ ⊂ R

N
σ です．

Σσ =
⋃
τ�σ

Xτ

とおきます．和は σ の真の細分全体に渡ります．Σσ ⊂ Xσ です．

補題 3.2. σ ∈ Pn, p ∈ Xσ \Σσ, α ∈ R
N
σ とする．このときある対称関数 fp,α ∈ C∞

s (X ×X)が
存在して Sn(fp,α) = 〈α, x− p〉が全ての x ∈ Up ∩Xσ で成立する．ここで Up は pの Xn+1 で
のある開近傍．

証明. [1, Lemma 2.6.]を見てください．
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サブリーマン多様体の位相的分裂定理

伊藤　和貴（東北大学大学院理学研究科数学専攻D1）

リーマン幾何学の重要な定理として次の Cheeger-Gromoll の等長的分裂定理が知られ
ている.

定理 1 (J. Cheeger and D. Gromoll [2]). (M,d)を非負リッチ曲率を持つ完備リーマン多
様体とする. (M,d)が直線 γ を含むならば,あるリーマン多様体Xが存在して, M と直積
リーマン多様体X × Rとが等長同型となる.

γ

X

以下では (M,D, d)で連結 n次元多様体M上の階数mの分布D ⊂ TMから定まるサブ
リーマン多様体を表す. 次の条件を考える.

(M,D, d)は完備で singular minimizer を含まず, ルベーグ測度μとある実数N ∈ [1, +∞)

に対してMCP(0, N)を満たす. (∗)

言葉の説明は後で与える.本研究 [4]では定理 1について,リーマン多様体をサブリーマン
多様体に, 非負リッチ曲率の条件をMCP(0, N) (measure contraction property) に取り替
えて調べ, 次の二つの定理を得た.

定理 2 ([4]を参照). (M,D, d)が (∗)を満たし, 直線 γ を含むならば,ある多様体X が存
在して, M と直積多様体X × Rとが微分同相となる.

定理 3 ([4]を参照). rankD = 2, dim M = 3とする. (M,d, μ)が (∗)を満たせば, M と直
積距離空間X × Rとが距離空間として等長同型となるような距離空間Xは存在しない.

γ

X
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以下に定理に現れる言葉を説明する.多様体M 上のルベーグ測度 μとは, 各座標近傍の
ルベーグ測度について絶対連続なM上の測度のこととする. サブリーマン多様体 (M,D, d)

とは, 2点 p, q ∈ M に対してそれらの距離 dが次で与えられたもののことである.

d(p, q) := inf
c

∫ 1

0

|ċ(t)| dt.

ただし infは, c : [0, 1] −→ M は絶対連続, c(0) = p, c(1) = q,ほとんどすべての t ∈ [0, 1]

で ċ(t) ∈ Dc(t),という条件の下でとる.

pp

qq

© ×

しかし,この dは一般に多様体の元の位相を与えない. dが多様体の位相を与えるように分
布Dには次のヘルマンダー条件 [7]を仮定する.

定義 4 ([3, 7]を参照). ある自然数 r ∈ Nが存在して,任意の点 p ∈ M に対してそのまわ
りでDを張る一次独立なベクトル場の組X1, . . . , Xmの r回までのリーブラケットをとっ
て得られるベクトル場たち,

X1, . . . , Xm, [Xi, Xj], . . . , [Xi1 , [Xi2 , [. . . , [Xir−1 , Xir ] . . . ]]]

(i, j, . . . , i1, . . . , ir = 1, . . .m) の点 p ∈ M での値で張られる部分空間が接空間 TpM に一
致するとき, Dはヘルマンダー条件を満たすという.

ヘルマンダー条件を満たす分布Dに対して,次の定理が知られている.

定理 5 (Chow-Rashevsky の定理 [1, 7]). M を n次元連結多様体とする.分布Dがヘルマ
ンダー条件を満たせば, dは有限の値をとり, M のもとの位相を与える.

次にサブリーマン多様体上の測地線に関する基本事項を述べる. (M,D, d)上の絶対連
続曲線 γ : [0, T ] −→ M (T > 0は実数)が最短線であるとは,ほとんどすべての t ∈ [0, T ]

に対して γ̇(t) ∈ Dγ(t)であって,
∫ T

0
|γ̇| dt = d(γ(0), γ(T )) となることと定める.絶対連続曲

線 γ : [0, T ] −→M が測地線であるとは, 任意の t ∈ [0, T ]に対してある ε > 0が存在して,

γ| [t−ε, t+ε]∩ [ 0,T ]が 2点を結ぶ最短線となることとする. 絶対連続曲線 γ : R −→M の任意
の部分曲線が距離 dに関して最短線になっているときに γを直線という.

任意の点 p0 ∈ M に対して, p0から出発する絶対連続な曲線 c : [0, T ] −→ M で, tの関
数 |ċ(t)|が 2乗可積分であるものの集合をΩ ([0, T ], p0 ;D)と書く. このとき endpoint map

end: Ω ([0, T ], p0 ;D) −→ M を曲線 c ∈ Ω ([0, T ], p0 ;D) に対して end(c) := c(T )と定め
る. Ω ([0, T ], p0 ;D)に適切な微分構造を入れることで endpoint map は可微分写像となる
[7].
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定義 6. endpoint map の臨界点となる曲線を singular curve といい, それが測地線である
ときに singular geodesic, 最短線であるときに singular minimizer という.

定値曲線は endpoint map の臨界点となるので, それ以外の臨界点を非自明な singular

curve ということにする. サブリーマン多様体の測地線の中でも特に非自明な singular

minimizer はふるまいが大変複雑 [7]で, 今のところよくわかっていないことが多いため,

本研究では (M,D, d)は非自明な singular minimizer を含まないとする.

定義 7. ルベーグ測度を備えたサブリーマン多様体 (M,d, μ)がある実数 N ∈ [1,∞)に対
してMCP(0, N)を満たすとは, 任意の点 p ∈ M と実数 t ∈ [0, 1]とボレル集合Bに対し
て, Bの各点を pまでの最短線に沿って (1− t) : tの内分点に移してできる集合をBtとし
たときに,

μ(Bt) ≥ tNμ(B)

が成り立つことをいう.

MCP(0, N)の意味は μ(Bt)の収縮率が R
N における体積の収縮率よりも小さくないと

いうことである.

BBt
p

t

1

M

Bt B

R
N

1

t

0

MCP(0, N)はリーマン幾何学における Bishop-Gromov の不等式の一般化であり, n次元
リーマン多様体でリーマン体積とリーマン距離を考えれば, MCP(0, n)は非負リッチ曲率
の条件と同値である [8].

一般に二つのサブリーマン多様体 (M1,D1, d1), (M2,D2, d2)に対して,それらの直積多様
体と分布の直和をとったもの (M1×M2,D1⊕D2)を考えると, D1⊕D2 はヘルマンダー条
件を満たし,それが定める距離は d1と d2の直積距離となる.さらに [9]によると, measure

contraction propertyを満たす二つの測度距離空間の直積をとって,それらの直積距離と直
積測度を与えたものもまた measure contraction property を満たす.

定理 2と定理 3の仮定を満たすサブリーマン多様体の例として次の 3次元のハイゼンベ
ルグ群が知られている.

例 8. M = R
3上の二つのベクトル場X1 := (1, 0,−y/2), X2 := (0, 1, x/2)をとってX1, X2

が生成する分布を D とすると, Dはヘルマンダー条件を満たす. Dには X1, X2 が正規
直交枠となるような正定値内積を与える.このようにして定められるサブリーマン多様体
(M,D, d)を 3次元のハイゼンベルグ群という. R

3上の演算を

(x1, y1, z1) · (x2, y2, z2) := (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2 +
1

2
(x1 y2 − x2 y1) )

と定めるとM はリー群となり, dはこの演算に関して左不変となる. 3次元のハイゼンベ
ルグ群はリーマン多様体でないサブリーマン多様体の中ではもっとも基本的でかつよく調
べられているもので,次のようにすべての測地線が具体的な式で書ける.
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dが左不変距離であることから,原点 (0, 0, 0)から出発する測地線についてわかれば十分
である. xy-平面を複素数平面Cと同一視してR

3 = C× Rとみなすと, 原点 (0, 0, 0)から
初期速度 (v, 0) ∈ C×Rで出発する測地線 γϕ : R −→M は, ϕ ∈ Rを族のパラメーターと
する分だけ存在し, 次のような式で書ける [5].

γϕ(t) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
　

(
v · e iϕt − 1

i ϕ
, |v|2

(
ϕ t− sin(ϕ t)

2 ϕ2

))
ϕ �= 0のとき

(tv, 0) ϕ = 0のとき

ただし演算 · や絶対値 | · |は複素数平面のものとする. ϕ �= 0の式についてϕを固定した
とき, γϕ(t) = (x(t)+ iy(t), z(t))とすると,次の図のように (x(t)+ iy(t), 0)は複素数平面C

上の原点を通る円をえがき, z(t)は原点と点 (x(t)+ iy(t), 0)を結ぶ線分と (x(t)+ iy(t), 0)

がえがく円の弧とで囲まれる部分の面積に等しい.

この部分の面積が z(t)

(x(t) + iy(t), 0)

ϕ �= 0のとき ϕ = 0のとき

0 0

γϕ(t) = (x(t) + iy(t), z(t))
γϕ(t)

C

ϕ �= 0のときは γϕはサブリーマン距離 dに関して直線にはならない. (x(t) + iy(t), 0)が
円周上を 1回転した後に最短性が失われてしまうからである. 一方 ϕ = 0のときは γϕは
複素数平面上の原点を通る普通の意味の直線になるが,サブリーマン距離 dの意味でも直
線になっている.これらの測地線はすべて非自明な singular minimizer でない. 3次元のハ
イゼンベルグ群はR

3のルベーグ測度に関してMCP(0, 5)を満たす [5]. 3次元のハイゼン
ベルグ群は多様体としての次元は 3だが, ハウスドルフ次元は 4である [7].

このような例が存在することから, 非負リッチ曲率を持つリーマン多様体のクラスを,

MCP(0, N)を満たす測度距離空間のクラスに広げると, 本質的にリーマン多様体と異なる
ものが含まれることがわかる.

注意 9. (1) 本研究の先行研究として,桑江氏と塩谷氏によるアレクサンドロフ空間上の
位相的分裂定理の研究 [6]がある.この論文ではMCP(0, N)の仮定の下で, アレクサ
ンドロフ空間に対しても Cheeger-Gromoll の分裂定理が弱い意味 (同相に分裂する
という意味)で成り立つことが示されており, 等長に分裂すると予想されているが示
されていない.
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(2) 定理 2の証明は [6] に従っているが,測地線のふるまいなどサブリーマン多様体特有
の現象があるため,本研究ではこれらについての相違点を埋めた. 定理 3の証明には
定義 4のヘルマンダー条件を本質的に使う.直感的には,ヘルマンダー条件によって
分布 D がねじれるため,対応する距離空間もねじれてしまって,きれいに分裂しな
い, と解釈できる.しかし,サブリーマン多様体 (M,D, d)とRの直積サブリーマン多
様体をとることで, MCP(0, N)を満たしていても等長に分裂してしまう例を構成す
ることができるので, 一般にサブリーマン多様体の等長的分裂について論じるのは
難しいと思われる.
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[3] Lars Hörmander. Hypoelliptic second order differential equations. Acta Math.,

119:147–171, 1967.

[4] K. Itoh. A topological splitting theorem for sub-Riemannian manifolds. in preparation,

2010.

[5] Nicolas Juillet. Geometric inequalities and generalized Ricci bounds in the Heisenberg

group. Int. Math. Res. Not. IMRN, (13):2347–2373, 2009.

[6] K. Kuwae and T. Shioya. A topological splitting theorem for weighted Alexandrov

spaces. preprint, 2009.

[7] Richard Montgomery. A tour of subriemannian geometries, their geodesics and appli-

cations, volume 91 of Mathematical Surveys and Monographs. American Mathematical

Society, Providence, RI, 2002.

[8] Shin-ichi Ohta. On the measure contraction property of metric measure spaces. Com-

ment. Math. Helv., 82(4):805–828, 2007.

[9] Shin-ichi Ohta. Products, cones, and suspensions of spaces with the measure contrac-

tion property. J. Lond. Math. Soc. (2), 76(1):225–236, 2007.

- 204 -



Lie hypersurfaces in the complex hyperbolic space

濱田 龍義（福岡大学/JST CREST）

1 序
本研究は広島大学の田丸博士氏、星川祐次氏との共同研究である．
非零な正則断面曲率を持つ複素空間型内の実超曲面は国内外の幾何学者によって盛んに研究され
ている. 複素空間型は，正則断面曲率が正の場合に複素射影空間，負の場合には複素双曲空間とな
る. 1970年代に R. Takagiによって複素射影空間内の等質実超曲面の分類が与えられた. 1980年
代半ばにM. Kimuraによって，複素射影空間内の Hoph実超曲面のうち，すべての主曲率が一定
なものは，等質実超曲面と同値であることが示された．これらの成果は，その後の複素射影空間内
の実超曲面の研究を進める上で重要な結果となった．1980年代後半に J. Berndt によって複素双
曲空間内のすべての主曲率が一定なHoph実超曲面が決定されていたが，複素双曲空間内の等質実
超曲面の研究については，長い間，未解決であった．このような歴史的経緯の中，1990年代終わ
りに M. Lohnherr によって発見された複素双曲空間内の極小 ruled 等質実超曲面の存在は驚きを
もって迎えられた．この等質実超曲面は明らかに Hoph でないからである．その後，J. Berndt に
よって極小 ruled等質実超曲面から horosphereへの等質実超曲面の 1媒介変数族が得られている．
2007年になり，J. Berndt-H. Tamaruによって複素双曲空間内の等質実超曲面が完全に分類され
た．これらの研究により，複素双曲空間内と複素射影空間内の等質実超曲面の間の違いが明確に
なったが，その興味深い例の一つが複素双曲空間内だけに存在する Lie実超曲面であり，J. Berndt
によって得られた 1媒介変数族である．
2008年のシンポジウムでは，複素空間型内の 3次元実超曲面についての特殊性について述べた
が，可解 Lie環の性質を用いて複素双曲空間内の Lie実超曲面の断面曲率について調べた結果，こ
こでも 3次元実超曲面の特殊性が得られたことを報告する．

2 等質実超曲面について
CHn 内の等質実超曲面についての結果を述べる．

Theorem 2.1 (Berndt-Tamaru, [3]). A hypersurface in CHn, where n ≥ 2, is homogeneous if
and only if it is congruent to one of the following hypersurfaces:

(A) a tube around the totally geodesic CHk for some k = 0, . . . , n− 1,

(B) a tube around the totally geodesic RHn,

(N) a horosphere,

(S) the homogeneous ruled minimal hypersurface or its equidistant hypersurfaces,
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(W) a tube around the minimal ruled submanifold W 2n−k
ϕ .

ここで述べられている等質実超曲面のうち，(A), (B), (N) タイプについての研究は多くの研究
者によって詳細に行われている．一方，本稿の主題である Lie 実超曲面は (N), (S) タイプに相当
するが，Lie実超曲面の外在的不変量については，J. Berndt ([1]) によって研究されている．一方，
残る (W)タイプの外在的不変量については J. Berndt-J. C. Dı́az-Ramos ([2]) によって研究され
た．本稿では Lie実超曲面，すなわち (N), (S) タイプの内在的不変量について述べる．

Lie実超曲面は Lie環の変形という立場からも興味深い [5]. Lie実超曲面の族は可解 Lie環から
巾零 Lie環への変形を与えている．Lie実超曲面の曲率を計算することで，変形に対応する曲率の
挙動を調べたいと考えている．

3 複素双曲空間
CHn の等質空間表示として以下を用いる．

CHn = SU(1, n)/S(U(1)×U(n)),

CHn の可解群モデルを考える．ここで CHn の正則断面曲率を −1と仮定する．

Definition 3.1. (s, 〈, 〉, J) が以下の条件を満たすとき複素双曲空間の可解群モデルと呼ぶ．

1. s が Lie環で次の基底を持つ．{A0, X1, Y1, . . . Xn−1, Yn−1, Z0}

ここでブラケット積は以下のように与えられる．

[A0, Xi] = (1/2)Xi, [A0, Yj ] = (1/2)Yj , [A0, Z0] = Z0, [Xi, Yi] = Z0,

2. 〈, 〉は s上の内積であり，上の基底は 〈, 〉において正規直交基底となる．

3. J は s 上の複素構造で，次のように与えられる．

J(A0) = Z0, J(Z0) = −A0, J(Xi) = Yi, J(Yi) = −Xi.

本稿では sに対応する単連結 Lie群 S に所定の左不変リーマン計量と複素構造と合わせて可解
群モデル (s, 〈, 〉, J) と同一視する．
可解群モデルとは，SU(1, n) の岩澤分解によって得られる可解部分にほかならない．可解群モ
デルは自然に CHn と同一視される．また，(s, 〈, 〉) の Damek-Ricci Lie 環である．次のような分
解を考える．

s = a⊕ v⊕ z,

ここで a = span{A0}, v = span{X1, Y1, . . . Xn−1, Yn−1}, z = span{Z0}.
(3.1)

[V,W ] = 〈JV,W 〉Z0 (∀V,W ∈ v). (3.2)

部分環 n := [s, s] = v⊕ z は Heisenberg Lie 環となる．
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(s, J) は normal j-algebra であり，以下の関係式が得られる ([9])．

〈JX, JY 〉 = 〈X,Y 〉 (∀X,Y ∈ s), (3.3)

Damek-Ricci空間について，よく知られている事実から次のような関係式が得られる [4]．X,Y ∈ s

とすると [7] より (s, 〈, 〉)の Levi-Civita 接続 ∇s は次式で与えられる．

∇s
XY = (1/2)[X,Y ] + Us(X,Y ), (3.4)

ここで Us : s× s→ s であり，

2〈Us(X,Y ), Z〉 = 〈[Z,X], Y 〉+ 〈X, [Z, Y ]〉 (∀Z ∈ s). (3.5)

(3.1) の分解により，Levi-Civita 接続を以下のように書き下すことができる．

Lemma 3.2. X = a1A0 + V + a2Z0，Y = b1A0 +W + b2Z0 とおく．ここで，V,W ∈ v とする．

2∇s
XY = (〈V,W 〉+ 2a2b2)A0 − b1V − a2JW − b2JV + (〈JV,W 〉 − a2b1)Z0.

可解群モデルの曲率 Rs を

Rs(X,Y ) := ∇s
[X,Y ] − [∇s

X ,∇s
Y ] = ∇s

[X,Y ] −∇s
X∇s

Y +∇s
Y∇s

X ,

と定義すると，以下の式が得られる．

Lemma 3.3.

4Rs(X,Y )Z = 〈Y,Z〉X − 〈X,Z〉Y + 〈JY, Z〉JX − 〈JX,Z〉JY − 2〈JX, Y 〉JZ.

4 Lie 実超曲面
Lie実超曲面を以下のように定義する．

Definition 4.1. A homogeneous hypersurface in the complex hyperbolic space is called a Lie
hypersurface if it has no focal submanifolds.

以下の結果を紹介する．

Theorem 4.2 ([1]). Every Lie hypersurface in the complex hyperbolic space is isometrically
congruent to the orbit S(θ).o for θ ∈ [0, π/2], where o is the origin and S(θ) is the connected Lie
subgroup of S with Lie algebra

s(θ) := s% R(cos(θ)X1 + sin(θ)A0).

s(θ) は s の部分環となっており，明らかに余次元 1である．
したがって，CHn 内の Lie実超曲面の法線ベクトルが得られ，

ξ := cos(θ)X1 + sin(θ)A0

次のような分解を考えることができる．

s(θ) = span{T} ⊕ span{Y1} ⊕ v0 ⊕ z,

where T := cos(θ)A0 − sin(θ)X1, v0 := span{X2, Y2, . . . , Xn−1, Yn−1}.
(4.1)
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Lie実超曲面はLie環の変形によって与えられる．これは可解Lie環 s(0)から巾零Lie環 s(π/2)へ
の変形である．もし，θ �= π/2であるならば，s(θ)は可解であり，巾零ではない．Lie環 s(π/2) = n

は Heisenberg Lie環と呼ばれるものである．
軌道 S(0).o が極小 ruled等質実超曲面であり ([6]), 軌道 S(π/2).o が horosphere をあらわす．
t > 0 に対する軌道 S(0).γ(t) のことを S(0).o の等距離実超曲面と呼ぶ．ここで，γ は o から

S(0).o に直行する方向へ伸ばされた測地線とする．等距離実超曲面は

S(0).γ(t) ∼= (γ(t)−1S(0)γ(t)).o = S(θ).o

とあらわされる．
本稿では，以降簡単のため，S(θ).o を S(θ) と書くことにする．
Lie実超曲面 S(θ) の Levi-Civita 接続 を ∇，第二基本形式 を h とすると，

∇s
XY = ∇XY + h(X,Y ) (4.2)

となるが，第二基本形式を先ほどの分解 (4.1)を用いて書き表すと，次の命題が得られる．

Proposition 4.3. Let X,Y ∈ s(θ) and write as X = a1T+a2Y1+V +a3Z0 and Y = b1T+b2Y1+
W + b3Z0 for V,W ∈ v0 according to the decomposition (4.1). Thus, the second fundamental
form h satisfies

2h(X,Y ) = ((〈X,Y 〉+ a3b3) sin(θ) + (a2b3 + a3b2) cos(θ)) ξ.

Levi-Civita 接続 ∇ を，分解 (4.1) に対して書き表すと，次の命題が得られる．

Proposition 4.4. For the Lie hypersurface S(θ), we have

1. ∇T T = 0, ∇T Y1 = −(1/2) sin(θ)Z0, ∇T V = 0, ∇T Z = (1/2) sin(θ)Y1,

2. ∇Y1T = −(1/2) cos(θ)Y1 + (1/2) sin(θ)Z0,
∇Y1Y1 = (1/2) cos(θ)T , ∇Y1V = 0, ∇Y1Z0 = −(1/2) sin(θ)T ,

3. ∇V T = −(1/2) cos(θ)V , ∇V Y1 = 0,
∇V W = (1/2)[V,W ] + (1/2) cos(θ)〈V,W 〉T , ∇V Z0 = −(1/2)JV ,

4. ∇Z0T = (1/2) sin(θ)Y1 − cos(θ)Z0, ∇Z0Y1 = −(1/2) sin(θ)T ,
∇Z0W = −(1/2)JW , ∇Z0Z0 = cos(θ)T .

4.1 Lie実超曲面の断面曲率

Lie実超曲面の断面曲率を求める．

Theorem 4.5. Let σ be a plane in s(θ) with an orthonormal basis {X,Y }. According to the
decomposition s(θ) = RT ⊕ RY1 ⊕ v0 ⊕ z given in (4.1), we write

X = a1T + a2Y1 + V + a3Z0, Y = b1T + b2Y1 +W + b3Z0.

Thus, the sectional curvature Kσ satisfies

Kσ = −(1/4)− (3/4)〈JX, Y 〉2 + (1/4)(1 + a2
3 + b2

3) sin
2(θ)

+ (1/2)(a2a3 + b2b3) sin(θ) cos(θ)− (1/4)(a2b3 − a3b2)2 cos2(θ).
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まず，n = 2 の場合の断面曲率の最大値最小値を求める．

Corollary 4.6. Let n = 2. The sectional curvature K of the Lie hypersurface S(θ) in the
complex hyperbolic plane CH2 satisfies

maxKσ =−
1
4
− 3
8
cos2(θ) +

1
8

√
16 sin4(θ) + 9 cos4(θ) + 40 sin2(θ) cos2(θ),

minKσ =−
1
4
− 3
8
cos2(θ)− 1

8

√
16 sin4(θ) + 9 cos4(θ) + 40 sin2(θ) cos2(θ).

一方，n > 2 の場合には次の結果が得られた．

Corollary 4.7. Let n > 2. Then the sectional curvature K of the Lie hypersurface S(θ) in the
complex hyperbolic space CHn satisfies

maxKσ =−
1
4
+
3
8
sin2(θ) +

1
8
sin(θ)

√
sin2(θ) + 4 cos2(θ).

以上より，CHn の複素次元が n = 2 の場合と n > 2 の場合とで，断面曲率の最大値が異なると
いうことが観察できる．K

(n>2)
σ ，K

(n=2)
σ をそれぞれの場合の断面曲率とすると，以下の結果が得

られる．

Proposition 4.8. We have maxK
(n>2)
σ ≥ maxK

(n=2)
σ , and the equality holds if and only if

θ = 0, π/2.
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Complete Submanifolds in a Manifold of
Non-negative or Non-positive Curvature

Qiaoling Wang
Departamento de Matemática
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Abstract

We give conditions to insure that a complete submanifold in a com-
plete Riemannian manifold of non-negative or non-positive curvature
has only one end or finitely many ends.
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リッチ流と第 2種曲率作用素が正の多様体

横田 巧∗ （京大数理研）

与えられた n次元リーマン多様体 (Mn, g0) に対して、それを初期値とする次の偏微分方程式
を考える：

∂

∂t
g(t) = −2Ric(g(t)), g(0) = g0. (1)

ここで、右辺の Ric(g(t))はリーマン計量 g(t)のリッチテンソルを表す。この方程式の解 g(t), t ∈
[0, T ) のことをリッチ流と呼ぶことにする。
次の方程式の解 g(t), t ∈ [0, T ) は正規化したリッチ流と呼ばれる：

∂

∂t
g(t) = −2Ric(g(t)) + 2s(t)

n
g(t), g(0) = g0. (2)

ここで、s(t) =
∫

M
Scal(·, t) dμg(t)/Vol(g(t)) は g(t) のスカラー曲率 Scal(·, t) の平均である。一

般に、 ∂
∂tVol(g(t)) =

1
2

∫
M
tr∂g

∂t dμg(t) であるから、正規化したリッチ流は体積 Vol(g(t)) を一定
に保つ。そのため、考えたいのは正規化したリッチ流の方程式 (2) であるが、式が複雑であるの
で方程式 (1) を考える。実は (1)の解と (2)の解は時空のリスケールで互いに移りあえるので、ど
ちらを考えても同じことになる。
閉多様体上で任意のリーマン計量を初期値とするリッチ流の短時間存在と一意性は、Hamil-

ton [Ha1] により、Nash–Moserの陰関数定理を用いて示された（その後、その証明は簡略化さ
れた）。
リッチ流の応用の一つとして、次の微分同相版球面定理がある。

定理 1. (Mn, g0) を“何らかの意味で正曲率”の閉多様体とする。このとき、正規化したリッチ
流 g(t) は t ∈ [0,∞) に対して存在し、t→∞ で正定曲率計量に収束する。特に、多様体 Mn は
球面の商 Sn/Γ に微分同相である。

Hamilton はリッチ流を導入した論文 [Ha1] で、この球面定理を 3次元でリッチ曲率が正の場
合に示した。
一般にリッチ流は正曲率と相性が良く、リッチ流は様々な正曲率条件を保つことが知られてい
る（このことに関してWilkingによる統一的議論がある。[CT] の付録 Bを参照のこと）。
上の定理に出てくる“何らかの意味で正曲率”を説明するために、少し準備をする。

定義 2. V を実ベクトル空間とする。次の性質を満たす曲率テンソル R ∈ ⊕4V ∗ を考える：任意
の X,Y, Z,W ∈ V に対して、

R(X,Y, Z,W ) = −R(Y,X,Z,W ) = R(Y,X,W,Z); (3)

R(X,Y, Z,W ) +R(X,Z,W, Y ) +R(X,W, Y, Z) = 0. (4)

式 (4)は（第 1）Bianchi恒等式である。式 (3)と (4)から次が従う：

R(X,Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y ). (5)

∗takumiy@kurims.kyoto-u.ac.jp
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上の (3)、(4)、そして (5) を満たす曲率テンソル R ∈ ⊕4V ∗ が与えられると、次の式により対
称な曲率作用素 R̂ : Λ2V → Λ2V が定まる (e.g. 小林–野水 [KN])：〈

R̂(X ∧ Y ), Z ∧W
〉
= R(X,Y, Z,W ) ∀X ∧ Y,Z ∧W ∈ Λ2V.

曲率テンソル R は R̂ の他にも、次の対称な曲率作用素
◦
R : S2V → S2V を定める：〈 ◦

R(X ⊕ Y ), Z ⊕W
〉
=
1
2

[
R(X,Z,W, Y ) +R(Y,Z,W,X)

]
∀X ⊕ Y,Z ⊕W ∈ S2V.

Bourguignon–Karcher [BK] に倣って、作用素
◦
R を第 2種曲率作用素と呼ぶことにする。

R̂ の固有値が正、つまり任意の ω ∈ Λ2V \ {0} に対して 〈R̂(ω), ω〉 > 0 のとき、R̂ が正で
ある（R̂ > 0）という。また、任意の ζ ∈ S2V \ {0} でそのトレース tr ζ が 0のものに対して
〈
◦
R(ζ), ζ〉 > 0 のとき、

◦
R が正である（

◦
R > 0）という (e.g. [Ni])。

R̂ > 0 または
◦
R > 0 という曲率条件はどちらも断面曲率 R(X,Y,X, Y ) が正という条件よりも

強い。
(M, g) がリーマン多様体であるとき、リーマン計量 g が各点 p ∈ M の接空間 TpM に定める
次の曲率テンソル Rp ∈ ⊕4T ∗

p M：

Rp(X,Y, Z,W ) = gp(R(X,Y )W,Z)

（ただし、 R(X,Y )W = ∇X∇Y W −∇Y∇XW −∇[X,Y ]W）と、この Rp が定める作用素 R̂p :

Λ2TpM → Λ2TpM と
◦
Rp : S2TpM → S2TpM を考える。

例 3. (Sn, gS) を正定曲率球面としたとき、各点 p ∈ Sn で R̂p 及び
◦
Rp は正である。(CPn, gFS)

を複素射影空間としたとき、各点 p ∈ CPn で R̂p は非負であるが、
◦
Rp はそうではない ([BK])。

（第 1種）曲率作用素 R̂p が正の多様体については、次の結果が知られている。

定理 4 (Böhm–Wilking [BW], cf. Hamilton [Ha1, Ha2]). (Mn, g0) を各点 p ∈ M で曲率作用素
R̂p が正の閉多様体とする。このとき、正規化したリッチ流 g(t) は t ∈ [0,∞) に対して存在し、
t→∞ で正定曲率計量に収束する。特に、多様体 Mn は球面の商 Sn/Γ に微分同相である。

n = 3, 4 の場合は Hamilton [Ha1, Ha2] による。Böhm–Wilking [BW] はそれを一般次元に
拡張した。その後、Brendle–Schoen [BS] は断面曲率が 1/4-ピンチされた正曲率多様体の場合に
拡張した。[BW] の証明については [v2-II]、[BS] の証明については [HA] に詳しく書かれている
（はず）。
第 2種曲率作用素が正の多様体の幾何学的性質については、荻上–立花 [OT]、柏田 [Ka] 等の
貢献がある。
とりあえず、次が本講演の主結果である (cf. [Ni, Conjecture II])。

定理 5 (Y). (Mn, g0) を各点 p ∈ M で第 2種曲率作用素
◦
Rp が正の閉多様体とする。このとき、

正規化したリッチ流 g(t) は t ∈ [0,∞) に対して存在し、t→∞ で正定曲率計量に収束する。特
に、多様体 Mn は球面の商 Sn/Γ に微分同相である。

今のところ、定理 5の証明はBöhm–Wilking [BW]や、その結果の拡張である Brendle–Schoen [BS]
や Brendle [Br] による所がかなり大きい。

補足 6. 結局の所、
◦
R > 0 という曲率条件が何を意味するのか、筆者はよく分かっていない。作

用素
◦
R は松島の消滅定理 [Ma] やその拡張の証明にも（記号は異なるが）現れる (cf. [Iz, Na])。

井関氏が論説 [Iz] で「松島の定理にコンセプチュアルな別証明を与えよ」という問題を提起して
いるが、この問題とも関係するかもしれない（しないかもしれない）。
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Second-order type-changing equations for a

scalar function on a plane.

野田 尚廣（名古屋大学大学院多元数理科学研究科/OCAMI）

本講演の内容は, 渋谷一博氏（広島大学）との共同研究によるものであ
る. 我々は, 2変数 1未知関数 z := z(x, y)に対する 2階の偏微分方程式系
の中で, いろいろな意味での「特異性」を持つものに体系的な幾何学的解
釈を与えることを目的として研究を行っている. 今回は,「Type-changing

equation」という 2階の単独型方程式の特別なクラスに対する研究に関し
て得られた結果をお話ししたい.

まず, 我々が扱う偏微分方程式を議論するために必要となるジェット空
間を用意する.

J2(R2, R) := {(x, y, z, p, q, r, s, t)} ∼= R
8. (1)

ここで, J2(R2, R)は自然な微分式系（接束の部分束）C2 := {�0 = �1 = �2 = 0}
を持つ. ただし, generator 1-formは,

�0 : = dz − pdx− qdy,

�1 : = dp− rdx− sdy,

�2 : = dq − sdx− tdy,

で与えられるものとする. この空間の上で, 関数 F ∈ C∞(J2(R2, R))をと
ることにより, 単独型 2階の偏微分方程式が

F (x, y, z, p, q, r, s, t) = 0, (2)

と与えられる. この方程式 F = 0に関して, 次の regularity conditionを
仮定しよう.

(Fr, Fs, Ft) �= (0, 0, 0). (3)

この時, 方程式が定義する集合

Σ := {F = 0} ⊂ J2(R2, R),
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はジェット空間の (滑らかな)超曲面を与える. また,自然な射影π : J2(R2, R)→
J1(R2, R)の超曲面への制限 π|Σは沈めこみ (i.e.微分写像は全射)になる.

この事実から, 先程の微分式系 C2をこの超曲面 Σに制限すると, それも
また微分式系となる. これを, D := {�0|Σ = �1|Σ = �2|Σ = 0}で表そう.

DはΣ上の rank 4のベクトル束である.

Remark 0.1

これ以降, 制限記号 |Σは省略する.

このような対応から, regularity condition (3) を満たす単独型方程式 (2)

に対しては, その幾何学的対象物として微分式系 (Σ, D)を考える. 実際,

方程式系 (2) の接触変換（J2上の C2を保つ微分同相）による局所同値
性（方程式どうしが移りあえる）は対応する微分式系 (Σ, D) のベクトル
束としての局所同型性で置き換えられ, また (2)の解のグラフは, 微分式
系の積分多様体としてとらえられるといった基本性質から, この見方は妥
当である. したがって, 微分式系の不変的な構造を調べることで方程式系
に対する体系的解釈を与えることが（大雑把な言い方だが）モチベーショ
ンともいえる.

さて, 単独型方程式 F = 0に対しては判別式

Δ := FrFt −
1

4
F 2

s , (4)

という概念が存在する. この関数の符号を用いて, Σ上の点 vは各々,

v は楕円点 for Δ(v) > 0,

v は双曲点 for Δ(v) < 0,

v は放物点 for Δ(v) = 0,

と呼ばれる. ここで, vが双曲点, あるいは楕円点なら, vの十分小さい近
傍 U をとれば, 判別式Δの連続性から U 上の点は同じく双曲点, あるい
は楕円点となる. 従って, 双曲性と楕円性は局所的な性質として拡張でき
る. 一方, vが放物点の時は一般にはこのようなことは保障されない. 理
由は, 判別式から容易にわかるように, vの近傍をどんなに小さくとって
もその中に, Δ(w) �= 0なる点 wが現れる可能性があるからである. こ
のような現象を引き起こす二階の方程式 (2)を [3]に習い, second-order

type-changing equationと呼ぶ事にする. より明確に定義するために, 次
の集合Σpを考えよう.

Σp := Σ ∩ {Δ = 0} .
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これは Σpの中で放物点全体がなす部分集合を指す. このとき定義から,

次を得る.

Σp = Σ ⇐⇒ （局所）放物型, Σp = φ ⇐⇒ 双曲型 or 楕円型.

この事実から type-changing equationを次のように定めることができる.

Defnition 0.2

2階の regular PDE Σに対し,部分集合ΣpがΣの真の部分集合 (φ � Σp �

Σ)となる時, Σを type-changing equationと呼ぶ.

これまでの準備のもとで, 以下のことがわかった.

(1) Type-changing equationを粗く分類し, 各クラスの例を構成した.

(2) その中のひとつのクラスに対して, 解の存在に対する十分条件を得た.

さて, 放物型方程式の標準形としては, r = 0があるが, この方程式を
r = f(x, y, z, p, q, s, t)と変形しただけで, これ以降の議論でも出てくるが,

type-changing equationの具体例が豊富に現れる. さらに, 陰関数定理と
接触変換を組み合わせる事で,実はすべての regular PDE（Type-changing

以外のものも）が, r = f(x, y, z, p, q, s, t)と書ける. この場合, 判別式は
Δ = −(ft + 1

4
fs

2)となるので, Σp =
{
fs

2 + 4ft = 0
}
と代数的に記述で

きる. このまわりの局所的な振る舞いをなんとか調べたいというわけで
ある.

Type-changing equationを微分式系の観点から調べるために, 次の本質
的な仮定をおく.

Assumption 0.3

ΣpはΣの部分多様体になる.

一般に, Σpに関しては, 大きく分けて次の２つのケースがある.

(A) dΔ �= 0 on Σp, (B) dΔ = 0 on Σp.

(A)のケースに関しては, 次がいえる:

Proposition 0.4

2階の regular PDE Σ = {F = 0}に対し, dF, dΔが一次独立ならば, Σは
type-changing PDEであり, ΣpはΣの smooth hypersurfaceとなり, その
まわりの型は双曲点と楕円点両方が混在するものである.

(A)のケースにおいてはこのようにある程度見通しがつくが, 問題は (B)

のケースである. この場合が大きく退化する場合であるが, 実際に次元に
関しては dimΣp = i for 0 ≤ i ≤ 6を満たす例が存在する. (ただし, 0次元
の場合, Σpは基点w0のみを指す.) 上の命題と合わせて次を得る.
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Theorem 0.5

Σを type-changing equationで Σpが部分多様体とすると, Σは以下のい
ずれかのケースに属する.

(A) dΔ �= 0 on Σp, Σpを境界に双曲型と楕円型が混在する.

(B) dΔ = 0,

(B-i) dimΣp=6

(B-i-i) Σpのまわりが両方双曲型,

(B-i-ii) Σpのまわりが両方楕円型,

(B-i-iii) Σpを境界に双曲型と楕円型が混在する.

(B-ii) dimΣp ≤ 5

(B-ii-i) Σpのまわりが両方双曲型,

(B-ii-ii) Σpのまわりが両方楕円型.

Proposition 0.6

上記の各々のクラス全てに対して, 具体例が存在する.

次に二階の regular PDEに対する解の概念について定義する.

Defnition 0.7

(Σ, D)を second order regular PDEとする. Σの 2次元部分多様体L ⊂ Σ

s.t. TL ⊂ Dに対し, 自然な射影 π : J2 → J1 の Lへの制限が Lの open

dense subset上ではめ込みになるとき, Lを (Σ, D)の（二階の意味での）解
といい,はめ込みでない点を持つようなものを特異解と呼ぶ. 特に, (Σ, D)

が type-changing equationの時に解が Σpに含まれるならば, その解を放
物解と呼ぶことにする.

今回は Type-changing equationを考えているため, 特に放物解に関して
考察した. その考察に触れるため, regularな過剰決定系を定義しておく.

Defnition 0.8

過剰決定系Σp = {F = G = 0}に対して, (Fr, Fs, Ft)と (Gr, Gs, Gt)が一
次独立となるなら, Σpを regularという.

ケース (A)の方程式系Σに対しては, さらに判別式が (Δs, Δt) �= (0, 0)を
満たす場合, Σpはそれ自身二階 PDEの regularな過剰決定系となる. 何
故この過剰決定系を考えるかということであるが, 理由は端的にいえば,

「Σpの解を構成できればそれはもとのΣの放物解になる」からである. し
たがって, regularな過剰決定系Σpに関する解の存在またはその構成に話
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は移るが, この話題に関しては E.Cartanによる構造方程式（微分不変式
論）を用いた微分式系の研究の中で「involutive」という概念によってこの
解の存在条件が与えられている ([Car]). したがって, いつ type-changing

Σに対応する regularな過剰決定系 Σpが involutiveとなるかを調べるこ
とになるが, それは以下で与えられる.

Theorem 0.9

Σ = {r = f(x, y, z, p, q, s, t)}を type-changing equationとし, Σp = {r = f, Δ = 0}
を付随する regularな過剰決定系とする. その時, (Σp, Dp)が involutive

systemであるための必要十分条件は, 局所的に次が成り立つことである.

Δs �= 0, b = −c2, a + ce = 0.

ここで,

a :=
df

dy
− fs

Δs

dΔ

dy
+

1

Δs

dΔ

dx
, b :=

fsΔt − ftΔs

Δs

, c :=
Δt

Δs

, e := − 1

Δs

dΔ

dy
.

特に, このとき type-changing equation Σは放物解を持つ.
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1変数複素微分同相群の語の問題
柳井　佳奈 (yanai.kana@ocha.ac.jp)

1 1変数複素微分同相群
微分方程式 dz

dt = f(t, z)を考える．ここで, t, z ∈ C, f(t, z)はC2のある領域で正則とする．
z(0) = z0 とおき, f(t, 0) = 0と仮定すると,その解 z(t)は, t = 0の周りで一意に存在し, z0

に関する冪級数展開a1(t)z0+a2(t)z0
2+· · ·+an(t)z0

n+· · ·を持つ．1変数形式的微分同相写
像とは, z の形式的冪級数 a1z+a2z

2+ · · ·+anzn+ · · · , a1 �= 0のことをいう．これらの全体
は写像の合成 ◦を演算として群をなし, D̂iff(C, 0)で書かれる. この群の元のうち収束半径を
持つものは,原点の周りの原点を固定する正則関数芽を与え,それら全体はその部分群をなす．
この群をDiff(C, 0)と書き, 1変数複素微分同相群という. この群の単位元は恒等写像であり,
これを idで表す: id : z 	→ z．特に, z の係数が 1である元を idに接するという．Diff(C, 0)
の 2元 f = f1, g = f2 の語W (f, g) = fi1

m1 ◦ fi2
m2 ◦ · · · ◦ fil

ml , ik ∈ {1, 2},mk ∈ {−1, 1}
がいつ (どんな f, g に対し, どんな語に対し)空語 id と同じかという問題を考える．関連問
題として, Abel 微分方程式の周期解に関する問題がある ([1, 2, 10])．
D̂iff(C, 0) の元 f と g が可換なとき: f ◦ g = g ◦ f , ペア (f, g) は可換であるという.

また, (f, g) が次数 k の初等的なペアであるとは, f, g のある φ ∈ D̂iff(C, 0) による共役
φ−1 ◦ f ◦ φ, φ−1 ◦ g ◦ φが, ともに次のどちらかのDiff(C, 0) の部分群の元のときにいう．

• Ga(k) = {α exp(t zk+1

1+zk ∂z)z | αk = 1, t ∈ C} ∼= Zk × C (可換)

• Gs(k) = {α exp(t zk+1∂z)z | α ∈ C∗, t ∈ C} ∼= C∗ × C (非可換, 長さ 2の可解群)

ここで, exp(tχ)z は複素ベクトル場 χ のフローを表す． 後者の元は, α exp(t zk+1∂z)z =
αz + αtzk+1 + α(k+1)t2

2 z2k+1 + · · · = αz
k
√

1−ktzk
という形である．Diff(C, 0) の有限生成 (非

可換な)可解部分群は, ある k に対して Gs(k)に形式的に同値であることが知られている
([11]).また, D̂iff(C, 0) の元 f の k-ジェットとは, その k 次多項式部分のことをいい, これを
Jkf(0) と書く. 2元 f, g に対し, (Jkf(0), Jkg(0)) をペア (f, g) の k-ジェットと呼ぶ. (f, g)
の k-ジェットが, 可換なペアのそれに等しいとき, (f, g) は可換な k-ジェットを持つといい,
初等的なペアのそれに等しいとき, (f, g) は初等的な k-ジェットを持つという.

2 折れ線図形と特性曲線
D̂iff(C, 0) の２元 f, g に対し, それぞれ実平面 R

2
(x,y) の x, y 軸正の方向の単位ベクトル

H, V を対応させ, f, g の逆元 f−1,g−1 にはそれぞれ逆向きベクトルH−1, V −1 を対応させ
る．f, g の語に対し, 語の合成の順番に原点を始点にこれらのベクトルを対応させていき,
R

2
(x,y) に有向連続折れ線を描く．逆に, そのような折れ線 γ に f, g の語が対応する. これ
をWγ(f, g) と書く．閉じた折れ線図形 γ に対し, ローラン多項式 Pγ(X,Y ) を Pγ(X,Y ) =∑

(i,j)∈Z2 ρijX
iY j により定義する．ここで ρij は単位正方形領域 (i, i+ 1) × (j, j + 1) 内

の一点を γ が巻く回数を表す．複素変数X,Y に対し, 方程式 Ck
γ : Pγ(Xk, Y k) = 0 が C2

の平面曲線を定めるとき, これを γ の第 k-特性曲線と呼ぶ. ある (α2, β2) �= (0, 0) ∈ C2 に
関するケーリー図形の第 j モーメントを, Momentj(γ) =

∫∫
ρ(α2x+ β2y)jdx ∧ dy により

定義する．ここで
∫∫
は R

2 上の (ルベーグ)積分, ρ = ρ(x, y) は R
2 の一点 (x, y) を γ が
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巻く回数を表す．閉じた折れ線図形 γ に対し, (α2, β2) �= (0, 0) に関して p(≥ 0) 次モーメ
ント条件が成り立つとは, Moment0(γ) = · · · = Momentp−1(γ) = 0,Momentp(γ) �= 0 が成
り立つときにいう．
平面曲線C : P (X,Y ) = 0 が, (X,Y ) = (a, b) で滑らかとは ( ∂P

∂X (a, b), ∂P
∂Y (a, b)) �= (0, 0)

のときにいい, このとき, (α, β) が (a, b) で C に接するとは, α ∂P
∂X (a, b) + β ∂P

∂Y (a, b) =
0 のときにいう．また, 通常ニ重特異点を持つとは, ( ∂P

∂X (a, b), ∂P
∂Y (a, b)) = (0, 0) かつ

detHessianP (a, b) �= 0 のときにいい, このとき, (a, b) における接錐とは α2 ∂2P
∂X2 (a, b) +

2αβ ∂2P
∂X∂Y (a, b) + β2 ∂2P

∂Y 2 (a, b) = 0 を満たす (α, β) の集合のことである.

3 主結果
定理 1 ([6]). γ を閉じた折れ線図形, α, β ∈ C∗, αk �= 1(k = 1, 2, . . .) または βk �= 1(k =
1, 2, . . .) とする. このとき, Wγ(f, g) = id の (f ′(0), g′(0)) = (α, β) である解 (f, g) につい
て次が成り立つ.

(1) すべての k = 1, 2, . . . に対して (α, β) /∈ Ck
γ ならば, 可換, 特に (αz, βz) に形式的に

共役である.

(2) ある l に対して (α, β) ∈ C l
γ かつ (α, β) /∈ Ck

γ , k �= l ならば, 解の集合は次からなる．

· すべての可換なペア · 次数 lのすべての非可換な初等的なペア.

(3) (α, β) ∈ ⋂
k=l1,...,ln
1≤l1<···<ln

Ck
γ \

⋃
k 	=l1,...,ln

Ck
γ ならば, 解の集合は次からなる．

・すべての可換なペア
・次数 li, i = 1, 2, . . . , n, のすべての非可換な初等的なペア
・可換な li-ジェットを持つ, 初等的でない (形式的 )ペア

定理 2 ([6]). γ を閉じた折れ線図形とする. このとき, Wγ(f, g) = id の解 (f, g) で, f, g

ともに id に接しA2 = (f ′′(0), g′′(0)) �= (0, 0)であるものについて次が成り立つ.

1. 特性曲線 Cγ が (1, 1) で滑らかなとき

(1) A2 が (1, 1) で Cγ に接しないならば, 可換.

(2) A2 が (1, 1) で Cγ に接し, A2 に関してモーメント条件が成り立たないならば,
可換.

(3) A2 が (1, 1) で Cγ に接し, A2 に関して p 次モーメント条件がある p ≥ 2 に対
して成り立つならば, 初等的でない (形式的 ).

2. 特性曲線 Cγ が (1, 1) で通常二重特異点を持つとき

(1) A2 が (1, 1) における Cγ の接錐に含まれないならば, 可換.

(2) A2 が (1, 1) における Cγ の接錐に含まれ, A2 に関してモーメント条件が成り
立たないならば, 可換.

(3) A2 が (1, 1) における Cγ の接錐に含まれ, A2 に関して p 次モーメント条件が
ある p ≥ 3 に対して成り立つならば, 初等的でない (形式的 ).

3. 特性曲線 Cγ が (1, 1) で (2, 3) 型のカスプ特異点を持つとき, 可換.

定理 2, 2. (3)の条件を満たす折れ線とA2 の具体例は [9] で求められている．
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4 Chacon-Fomenko の解の公式
有限正方行列X(t) に関する常微分方程式 dX

dt = λK(t)X(t), 0 ≤ t ≤ 1 の解の公式があ
る ([3])．ここで, K(t), 0 ≤ t ≤ 1, はリーマン積分可能な有限正方行列, λ は定数である．実
際, この解は, X(t) = eL

R t
0 λK(s)dsX(0) で与えられる．ここで, L

∫ t
0 λK(s)ds は, λ = 0 で

のマクローリン展開 L
∫ t
0 λK(s)ds = λH1[t] + λ2H2[t] + λ3H3[t] + · · · の係数Hk[t](k > 1)

が漸化式 H1[t] =
∫ t
0 K(s)ds = T0[t],

(k+1)Hk+1[t] = Tk+
k∑

r=1

(
1
2
[Hr, Tk−r]+

∑
p≥1
2p≤r

k2p

∑
mi>0

m1+···+m2p=r

[Hm1 , [. . . , [Hm2p , Tk−r] · · · ]]
)

で与えられる行列であり,その各成分はλが十分小さければ収束する．ここで, (−1)p−1(2p)!k2p =
Bp はベルヌーイ数, Tk は次のような k + 1-単体上の重積分である:

Tk = Tk[t] =
∫
· · ·

∫
0≤uk+1≤···≤u2≤u1≤t

du1du2...duk+1[. . . [[K(u1),K(u2)], · · · ], K(uk+1)] (k ≥ 1). (1)

例えば, H2[l] = 1
2T1[l] = 1

2

∫∫
0≤u≤s≤l

dsdu[K(s),K(u)],H3[l] = 1
3T2(l) + 1

6 [T0[l],H2[l]] など．

この公式の背景には, Campbell-Baker-Hausdorffの公式がある ([7, 3]).
以下, 定数項のない１変数形式的ベクトル場のなすリー環を χ̂(C, 0) とする．K(t) =

f̂(t, z)∂z = (a1(t)z + a2(t)z2 + · · · + an(t)zn + · · · )∂z を χ̂(C, 0) に値を持つ t, 0 ≤ t ≤ l,

の区分的に滑らかな関数とする. このとき, 常微分方程式 dz
dt = f̂(t, z)∂zz = f̂(t, z) の解は,

z(t) = exp(L
∫ 0
t −K(s)ds)z(0) で与えられる ([8]). ここで,

L

∫ 0

t
−K(s)ds = H1[t]−H2[t] + · · ·+ (−1)n−1Hn[t] + · · · (2)

である．形式的ベクトル場K(t) は微分作用素として線形性を持つため, 適当な基底 (例え
ば z∂z, z

2∂z, · · · , zn∂z, · · ·) により, 無限次元行列によって表現されることに注意したい．

5 Chenの反復積分に対する公式
a(z)∂z, b(z)∂z ∈ χ̂(C, 0), γ = (x(t), y(t)), 0 ≤ t ≤ l, をR

2 の区分的に滑らかな道とする．
(1) にK(t) = a(z)∂z

dx
dt + b(z)∂z

dy
dt を代入すると, Chenの反復積分の形になる．例えば,∫∫

0≤u≤s≤l

dsdu[K(s),K(u)] = [a(z)∂z, b(z)∂z]
∫∫

0≤u≤s≤l

dsdu

(
dx

ds

dy

du
− dx

du

dy

ds

)

であり,　右辺の積分部は Chen の記号で
∫
γ dxdy − dydx と書かれる．一般に,

定義 1 ([4]). ω1, . . . , ωs を多様体 M 上の 1-微分形式, γ : [0, 1] → M を M 上の
区分的滑らかな道とする. γ による ωi の引き戻し γ∗ωi を fi(t)dt と書く. このとき,
f1(t1) · · · fs(ts)dt1 ∧ · · · ∧ dts の s-単体 Δs = {0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ ts ≤ 1} 上の重積分を∫
γ ω1 · · ·ωs で表し, Chenの反復積分という．

Shuffle 公式 ([5])とGreen-Stokesの定理を使うことにより, 次の公式を得る．
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Lemma 5.1 ([6]). γ ⊂ R
2 を原点を始点に持つ区分的に滑らかな閉じた道とし, Ki =

aix+ biy, ai, bi ∈ C, i = 1, 2, 3, 4, を複素数に値を持つ R
2 上の線形関数とするとき,

1.
∫
γ [dK1, dK2] = 2

∫∫
ρ dK1 ∧ dK2,

2.
∫
γ dK1[dK2, dK3] = 3

∫∫
ρ K1dK2 ∧ dK3,

3.
∫
γ dK1dK2[dK3, dK4] = 2

∫∫
ρ K1K2dK3 ∧ dK4 +

∫∫
ρ dK1 ∧ dK2

∫∫
ρ dK3 ∧ dK4,

4.
∫
γ dK1

s[dK1, dK2] = s+2
s!

∫∫
ρ K1

sdK1 ∧ dK2,

ここで, [dKi, dKj ] = dKidKj − dKjdKi, dK1
s =

s︷ ︸︸ ︷
dK1 · · · dK1 を表す．また, 外微分の計

算をすると, 例えば dK1 ∧ dK2 = det

(
a1 b1

a2 b2

)
dx ∧ dy となる．

例 1. γ を以下の図を巻き数関数のサポートに持つような原点を始点とする閉じた折れ線
図形とする．Lemma 5. 1より,

∫
γ [dx, dy] = 2

∫∫
ρ dx ∧ dy = 2(1− 2 + 2− 1) = 0,

(
∫

γ
dx[dx, dy],

∫
γ
dy[dx, dy]) = 3(

∫∫
ρ x dx ∧ dy,

∫∫
ρ y dx ∧ dy)

= (
1
2
− 2 · 3

2
+ 2 · 5

2
− 5
2

,
1
2
− 2 · 1

2
+ 2 · 3

2
− 5
2
) = (0, 0).

0 x

y

-1

 2

-2 1

∫∫
ρ dx ∧ dy, (

∫∫
ρ xdx ∧ dy,

∫∫
ρ ydx ∧ dy) はそれぞれ

γ の巻き数関数のサポートの (符号付き )面積, 重心を与え
る．そこで, これらをArea(γ), G(γ) で表す．

6 語の対数の係数
id に接する D̂iff(C, 0) の元は, テイラー展開が z2 の項から始まる形式的ベクトル場のフ

ローである．idに接するf, g ∈ D̂iff(C, 0)に対し, f = exp(ã(z)∂z)z, g = exp(b̃(z)∂z)z, ã(z) =
a2z

2 + · · · , b̃(z) = b2z
2 + · · · とする．このとき, 微分方程式 dz

dt = mil−j+1
ãil−j+1

(z), t ∈
[j − 1, j), j = 1, . . . , l, ã1 = ã, ã2 = b̃ の解 z(t) の t = l における値 z(l) はW (f, g)(z(0)) =
fi1

m1 ◦ fi2
m2 ◦ · · · ◦ fil

ml(z(0)), ik ∈ {1, 2},mk ∈ {−1, 1} である．一方, この微分方程式は,
dz
dt = ã(z)dx

dt + b̃(z)dy
dt の語に対応する折れ線 γ = (x(t), y(t)), 0 ≤ t ≤ l, への制限とも言え

る．4節にあるように, この解は, z(l) = exp(L
∫ 0
l −K(s)ds)z(0),K(s) = ã(z)dx

ds + b̃(z)dy
ds

で与えられるので, W (f, g) = id と L
∫ 0
l −K(s)ds = 0∂z が同値である．L

∫ 0
l −K(s)ds の

形式的ベクトル場としてのテイラー展開の k 次の係数 Lk を, (1), (2) から計算すると, γ

が原点を始点とし閉じていれば, k = 4, 5, 6, 7 のとき, 次のようである ([8])．ここで · はベ
クトルの”内積”を表す．

L4 = −
∫∫

ρ dK2 ∧ dK3 = −|A2A3|Area(γ),

L5 =
∫∫

ρ K2 dK2 ∧ dK3 = 2|A2A3|A2 ·G(γ) mod Area(γ),

L6 =
∫∫

ρ(K3 − 3K2
2) dK2 ∧ dK3 mod Area(γ), A2 ·G(γ),

L7 = 4
∫∫

ρ(K2
3 −K2K3) dK2 ∧ dK3 mod Area(γ), A2 ·G(γ),

∫∫
ρ(K3 − 3K2

2)dx ∧ dy.
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さらに, 一般に Lk も得られている ([6]). これらはもちろん, 一般に原点を始点とする閉じ
た道 γ に対して成り立つ．
定理 2 の証明は, この計算結果をみて, 折れ線図形の特性曲線の各条件の下, 関係式

が成り立つような, すなわち Lk = 0, k = 4, 5, . . . であるような解を探すことによって
なされる．Area(γ) = 0, G(γ) �= 0, A2 · G(γ) = 0 という γ の条件は, それぞれ特
性曲線 Cγ の, (1, 1) を通る, (1, 1) で滑らか, A2 が (1, 1) で Cγ に接するという条件
に翻訳される．例えば, 例 1 の γ に対し Cγ : 1 − 2X + 2X2Y − X2Y 2 = 0 であり,
これはある A2 に対して定理 2, 2 (3) の条件を満たす．このような γ として, 例えば
γ1 = HV {H−1, V }2H2V H−1{V −1,H−1}{V,H−1}V −1H−2V −1 があり, 対応する語は
Wγ1(f, g) = g−1f−2g−1{f, g−1}{f, g}f−1gf2{g−1, f}2gf , ここで, {f, g} = f−1g−1fg,
なので, Wγ1(f, g) = id は初等的でない (ただし形式的な)解を持つ．定理 1の証明は, 冪級
数 f, g (の係数)に対して直接, 語W (f, g) (の係数）を計算することによりなされる ([6])．
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リー群上の左不変ローレンツ計量と
リッチソリトンについて

恩田 健介 (名古屋大学大学院多元数理科学研究科/ OCAMI)

1 序
多様体Mn上の擬リーマン計量 g0, ベクトル場Xと定数 αが

2Ric[g0] + LXg0 + αg0 = 0 (1.1)

を満たすとき, (Mn, g0, X, α)をリッチソリトン構造といい, その時の擬リーマン計
量 g0をリッチソリトンという. さらに, ベクトル場XがX = ∇f を満たす関数 f

を持つとき, リッチソリトン g0は 勾配リッチソリトン であるという. また, 定数
αの符号が, 正, 零, 負であるとき, リッチソリトン g0はそれぞれ, 拡大, 安定, 収
縮 リッチソリトンであるという. 定義式から, リッチソリトンは アインシュタイ
ン計量の一般化の一つであることが分かる. さらにリッチソリトン は, 微分同相写
像とスケーリングによってのみ変化するリッチ流

∂

∂t
g(t)ij = −2Ric[g(t)]ij , g(0) = g0

の特別な解であることが知られている. ([Ham93] を見よ. )

ユークリッド平面R
2の標準計量は, リッチソリトンとして見ることができる.

Example 1.1 (Perelman [Per02]). R
2上のユークリッド計量 gstは任意のリッチ

ソリトンとなる. まず, ベクトル場Xを

X = −1

2
(αx + βy)

∂

∂x
+

1

2
(βx− αy)

∂

∂y

と選ぶ. このとき任意の実数 αに対して, (R2, gst, X, α)はリッチソリトン方程式
を満たす. さらに β = 0のときは gstは勾配リッチソリトン であり. β �= 0のとき
は gstは非勾配 リッチソリトン となる.

その他に知られている結果として, 閉多様体上のリーマン計量がリッチソリトン
であるとき, そのようなリッチソリトンは 全て勾配リッチソリトン になることが
示されている. この結果から, 閉多様体上の安定, または拡大 リッチソリトン がア
インシュタイン定数が零, 負のアインシュタイン計量になることが確認できる.

アインシュタイン計量にならないリッチソリトンの例として, 次の例がある.

Example 1.2 (The cigar soliton). 完備リーマン面 (R2, gΣ)の計量 gΣを

gΣ :=
dx⊗ dx + dy ⊗ dy

1 + x2 + y2
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で定義すると, これは安定勾配リッチソリトン である. また正の断面曲率

K =
2

1 + x2 + y2

を持つ回転不変な計量でもある.

さらに, アインシュタインでない, 非勾配リッチソリトンの例として, 次の例に
注目する.

Example 1.3 (Baird and Danielo [BD07], Lott [Lot07]). Heisenberg 群H3は拡
大・非勾配リッチソリトン である左不変リーマン計量を持つ.

この例は, Bairdと Danielo, そして Lottがそれぞれ独立に構成した. Lauret

[?L03]の結果により, Heisenberg群上の左不変リーマン計量は, isometryと scaling

をmoduloにして一つに決まるので, Heisenberg 群上の左不変リーマン計量は拡大
非勾配リッチソリトン だけである.

本講演では, リー群上のローレンツ幾何を考え, その上にリッチソリトン構造を
持つものがあることを紹介する. ここでは特に, Heisenberg 群に絞って紹介する.

2 Heisenberg 群
Heisenberg 群H3は,⎛⎜⎝ 1 x1 x3

0 1 x2

0 0 1

⎞⎟⎠ , x , y , z ∈ R

の形の行列の元と積で定義できる. H3は次のmap

H3 �

⎛⎜⎝ 1 x1 x3

0 1 x2

0 0 1

⎞⎟⎠ 	→ (x1, x2, x3) ∈ R
3

によってR
3と微分同相であることがわかる. この同一視の下で, (a, b, c)による左

からの作用は

L(a,b,c)(x1, x2, x3) = (a + x1, b + x2, c + x3 + ax2)

となる. このとき, H3のリー環は

X1 =
∂

∂x1

, X2 =
∂

∂x2

+ x1
∂

∂x3

, X3 =
∂

∂x3

(2.1)
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を基底として構成される. リー括弧積は

[X1, X2] = X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = 0

という関係を満たす. {Xi}3i=1を基底とする左不変ローレンツ内積, そして左不変
ローレンツ計量を考える. Rahmani [Rah92] に符号を合わせるため, x1, x2, x3を
それぞれ−x, y, zと置き換える. このとき,

Theorem 2.1 ([Rah92]). 3次元ハイゼンベルグ群H3上の左不変ローレンツ計量
は, isometryと scalingをmoduloにして, 次の 3つの計量

g1 =− dx2 + dy2 + (x dy + dz)2,

g2 =dx2 + dy2 − (x dy + dz)2,

g3 =dx2 + (x dy + dz)2 −
(
(1− x)dy − dz

)2
.

の内の一つに一致する.

この結果により, H3の左不変ローレンツ計量を調べる場合, g1, g2, g3の 3つの
計量を調べればよい.

3つの計量の特徴付け (特に g1について) を行う.

適当な frame{Fi}と coframe{θ}を

gk = (θ1)2 + (θ2)2 − (θ3)2 , for k = 1, 2, 3

と取ると, 計量 g1, g2, g3のリッチテンソル で 0にならない成分はそれぞれ次のよ
うに表わされる.

g1 : R11 = −1

2
, R22 =

1

2
, R33 = −1

2
,

g2 : R11 = −1

2
, R22 = −1

2
, R33 =

1

2
,

g3 : Rij = 0 .

計量 g2は定曲率−1/4を持つローレンツ計量であり, 計量 g3は定曲率 0を持つ
ローレンツ計量である. しかし, 計量 g1はR11 = −1/2(g1)11, R22 = 1/2(g1)22であ
るから, アインシュタイン計量ではない. 計量 g1に計量 g2, g3のような特徴を示す
もの, 今回はアインシュタイン計量の一般化の一つであるリッチソリトンという構
造を入れる.

Theorem 2.2 ([Ond10]). ベクトル場Xを

X =(xy + 2z)F1 + yF2 + xF3 + λ
{1

2
(x2 − y2)F1 + xF2 + yF3

}
+ μ(xF1 + F2) + ν(−yF1 + F3) + ξF1, λ, μ, ν, ξ ∈ R.

で定義する. このとき, (H3, g1, X,−3)はリッチソリトン構造であり, 左不変ロー
レンツ計量 g1は収縮 ・ 非勾配 リッチソリトンである. さらに g1はこれ以外の
リッチソリトン構造を持たない.
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この定理の証明は, ベクトル場Xを

X = f1F1 + f 2F2 + f 3F3

とおき, (f i, α)に関するリッチソリトン方程式 (1.1) を解くことによって得られる.

この結果により, Heisenberg群H3上の左不変ローレンツ計量は, 負, または零の
アインシュタイン計量か, または収縮・非勾配 リッチソリトンのどれかになるこ
とが言える.

3 最後に
E(1, 1), E(2)についても同様の結果が得られる.
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JOYCE計量から生じるミニツイスター空間

本多 宣博 † (東北大理)

Abstract. 複素射影平面の連結和の上には Joyce計量とよばれる自己双対
計量 (正確には自己双対共形構造)が入る. Joyce計量は 2次元トーラス作用
による対称性をもつ. Joyce計量に付随するツイスター空間はMoishezon多
様体であり, 非常に美しい構造を持つことが知られている. 本稿では Joyce計
量のツイスター空間の 1次元群作用による商空間 (ミニツイスター空間)が射
影代数曲面として具体的に記述できることを説明する. これらのミニツイス
ター空間は, ツイスター空間上の多重反標準系とよばれる自然な線形系による
有理写像の像として得られ, ただ一つの例外を除いて特異点を持つ有理曲面で
ある. 微分幾何的には, これらのミニツイスター空間は Joyce計量の S1 作用
による商空間として生じる 3次元 Einstein-Weyl空間と対応する.

1. Joyce計量

非負整数 nに対して nCP2 で n個の複素射影平面の連結和を表す. ただし
0CP2 = S4と約束する. 各 n ≥ 0に対し, nCP2上の Joyce計量は 2次元トー
ラス T 2による nCP2への滑らかな作用が与えられるごとに (n + 2)個の実パラ
メーターを含む形で構成されるので, まず nCP2への滑らかな T 2作用の具体的
な作り方を説明する.

C2への標準的な T 2作用を考え, この作用の固定点でのブローアップを n回
繰り返して得られる複素曲面を Sとする. (初めは原点でブローアップするし
かないが, １回ブローアップするごとに固定点が一つ増え, nが大きくなるに
つれてブローアップの仕方は増えていく.) S上には T 2作用が自然にリフトす
る. ブローアップはトポロジカルにはCP2(=複素射影平面の通常の向きを変え
たもの )との連結和をとることになっているので SはC2#nCP2と diffeoであ
る. よって初めのC2に無限遠点を付け加えて, さらに向きを変えることにより
nCP2が得られる. 以上で滑らかな T 2作用を持つ nCP2が得られた. nCP2へ
の滑らかで effectiveなすべての T 2作用はこのようにして得られることが知ら
れている.

nCP2へのなめらかで effectiveな T 2作用を任意に一つ固定すると nCP2は次
のように３つのタイプの部分集合の disjoint unionに分かれる：

†honda@math.tohoku.ac.jp.

- 229 -



1. 固定点集合 (すなわち stabilizerが T 2全体であるところ). これは合計
(n + 2)点出る.

2. 軌道が 1次元 (S1)になっているところ, 言い換えると stabilizerが S1

であるところ. これらの和集合は (n + 2)個のC∗である.

3. 軌道が T 2であるところ, すなわち stablizerが identityのみであるとこ
ろ. これの和集合は初めのT 2作用 on C2の場合と同じでC2\{zw = 0}
((z, w)はC2の座標)と同相な dense open subset である.

T 2作用による nCP2の商空間は自然に (2次元 )閉円板D = D ∪ ∂Dと同一
視され,

π : nCP2 → D

を商写像とすると π−1(D)が上記 3の open dense subsetであり, 固定点の像は
境界 ∂D上の (n + 2)点になる. これらの点により ∂D � S1は (n + 2)個の区
間に分割され, それらの逆像が 2の C∗になっている. したがって π−1(∂D)は
(n + 2)個の S2から成る輪っか (cycle)である. これらの S2を与えるごとに,

stabilizerとしての S1部分群 in T 2が定まる. 言い換えると, nCP2への T 2作
用が与えられるごとに (n + 2)個の S1部分群 in T 2で, 2次元球面を固定点集
合の一つの連結成分としてもつものが定まる. これらの部分群は 2節以降の話
で重要になる.

nCP2上の Joyce計量は, 円板Dに標準的な双曲計量 h0を入れておくとき,

• なめらかで効果的な作用 T 2 � CP2,

• 商空間Dの境界上の (n + 2)点

が与えられるごとに定まる自己双対計量計量である. より具体的にはπ−1(D) =

D × T 2上では

gJ = h0 + g11(x, y)dθ2
1 + 2g12(x, y)dθ1dθ2 + g22(x, y)dθ2

2(1)

という形で与えられる. ここで (x, y)はD上の座標, θ1, θ2は T 2上の angular

coordinateである. 関数 g11, g12, g22は具体的に与えられる. (出てくる関数は初
等的な関数である.) これは nCP2の dense open subsetで定義されたリーマン
計量であるが, これが上記のコンパクト化まで (すなわち cycleを付け加えたと
ころまで)共形構造として滑らかに拡張できることが示される. 関数 gijは基本
的には 4次元多様体上の共形構造に対する自己双対性の方程式を 2次元群作用
によって簡約して得られる (線形)偏微分方程式系を具体的に解くことによっ
て得られているが, 筆者はよく理解できていないので正確なことは原論文 [9]を
参照していただきたい.
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式 (1)から, D × T 2 上への自然な T 2 作用は等長変換である. また商写像
D × T 2 → DはRiemannian submersionであり, 直積構造からくる接空間の分
解 (D方向へと T 2方向への分解 )は直交分解になっている. よく知られている
ように nCP2上の自己双対共形構造でなめらかで effectiveな T 2作用をもつも
のは Joyce計量に限る (藤木 [3]).

2. Joyce計量のツイスター空間とミニツイスター空間

本節が本稿の主題である. 詳細は論文 [5]を参照していただきたい.

nCP2上へのT 2作用と∂D上の (n+2)点を一つ与え,それらから定まるJoyce

計量のツイスター空間を Z とする. σを Z の実構造とする. T 2による等長変
換は自然に Z 上への正則作用に持ち上がる. この作用は σと可換である. 任
意のツイスター空間の標準束は正則直線束としての自然な半分 (1/2)Kをもつ.

以下,

F := −1

2
KZ

とおく. Z上の実構造 σと T 2作用は F 上に自然に持ち上がる. これにより任
意のm > 0に対してm回テンソル積mF := F⊗mの切断の空間H0(Z,mF )は
実構造と T 2作用を持つ. H0(Z,mF )T 2をこの T 2作用で固定される元のなす部
分空間とし, それに付随する線形系を |mF |T 2 と書くことにする. 特にm = 1

に対しては藤木 [3]により以下のことが知られている.

• dim |F |T 2
= 1,

• |F |は (n + 2)個の元を除いてすべて (互いに同型な )非特異既約 toric

曲面,

• |F |の非特異でない元はどれも real (すなわち σ不変 )であり, それぞ
れ二つの非特異な既約 toric曲面から成る.

pencil |F |T 2 に付随する有理写像を f : Z → CP1とすると f のファイバーは
(n + 2)個の点以外では非特異 toric曲面であり, (n + 2)個の点では可約な toric

曲面に退化しているということである.

藤木 [3]では上記分類定理がこの pencilを利用して与えられた. 一方, 完備線
形系 |F |はほとんどの場合 pencilにしかならない (すなわち |F | = |F |T 2 とな
る)ので, 線形系を使って Zのより詳しい構造を調べようとするとm > 1なる
mに対して |mF |を考える必要がある. 一般に |mF |の次元を求めるのは面倒
であるが, |mF |T 2については容易に次がわかる：

命題 2.1. 任意のm ≥ 1に対して

dim H0(Z, mF )T 2

= m + 1
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が成り立つ. より具体的に, y0, y1をH0(Z, F )T 2 の基底とするとH0(Z, mF )T 2

の基底は ym
0 , ym−1

0 y1, y
m−2
0 y2

1, · · · , ym
1 で与えられる. �

A1, · · · , An+2を前節で説明した (n + 2)個の T 2不変な球面 (in nCP2)のな
す cycleの既約成分とする. すなわち π−1(∂D) = A1 ∪ · · · ∪ An+2とする. 前節
で説明したようにこれらはそれぞれ stabilizerとして T 2の S1部分群を定める.

それらをそれぞれK1, · · · , Kn+2とする. ツイスター空間ZへのKi作用の複素
化をGi � Zとする. (Gi � C∗である.) 次はGi作用によるZの商空間を求め
る際に鍵となる.

命題 2.2. [5, §2] 各 1 ≤ i ≤ n + 2に対して次の性質を満たす自然数miが存在
する：

i) m < miのときはH0(Z,mF )T 2
= H0(Z,mF )Ki ,

ii) H0(Z, miF )T 2
� H0(Z,miF )Ki .

さらにこのとき

dim H0(Z,miF )Ki = dim H0(Z,miF )T 2

+ 2

であり, z, w ∈ H0(Z, miF )Ki で

H0(Z, miF )Ki = H0(Z,miF )T 2

+ 〈z, w〉

を満たしかつw = z, かつ div(z)が 1次の因子の和になっているようなものが
存在する. (div(z)は zの零点集合として得られる因子. div(z)の各既約成分は
T 2不変であるが, z自体は T 2不変ではない.) �

ここでコンパクトツイスター空間上の因子の次数とは, ツイスター直線との
交点数のことである. 各 iに対して自然数miと因子 div(z)は |F |T 2の可約元の
既約成分たちの和として具体的に与えることができる. (一般には div(z)は重
複度が 2以上の成分をもつ. [5, §2]参照.) たとえばKiが nCP2に semi-freeに
作用するならばmi = 1であり, それ以外の場合はmi > 1である. 性質 i), ii)か
らmiは一意的である.

次にこれらの線形系に付随する有理写像を考える. nCP2上の Joyce計量を任
意に一つ固定し, Zをそのツイスター空間とする. 上のようにA1∪A2∪· · ·∪An+2

を T 2不変な球面のなす cycleとし, 1 ≤ i ≤ n + 2を任意に与え, miを命題 2.2

から定まる自然数とする. |miF |T 2 と |miF |Ki に付随する有理写像をそれぞれ
f, Φiとする. f はもちろん Zのみから定まる写像であり, Φiは Zと i (すなわ
ち n + 2個ある T 2不変な球面のうちどれを選んだか)のみにより定まる写像で
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あることに注意する. 命題 2.1, 2.2から, 次の可換図式を得る：

(2) Z
Φi ��

f

��

CPmi+2

p
������������

CPmi .

ここで pは部分空間としての埋め込みH0(Z,miF )T 2 ⊂ H0(Z, miF )Kiから定ま
る射影である. 命題 2.1から像 f(Z)はCPmi 内の rational normal curve (すな
わちmi次の非特異有理曲線 )である. それを Λとおくと, 図式 (2)からΦi(Z)

は 3次元 cone p−1(Λ)に含まれる. しかしΦi(Z) = p−1(Λ)は成り立たず, 次が
成り立つ.

命題 2.3. 像 Φi(Z)は 3次元 cone p−1(Λ)とある 2次超曲面Q ⊂ CPmi+2の交
わりとして得られる代数曲面である. �

証明. 見やすくするためにm = miとおく. 積 zwはH0(Z, 2mF )の元である
が, w = zであることから

zw ∈ H0(Z, 2mF )T 2

となっている. 命題 2.1より

H0(Z, 2mF )T 2

= 〈y2m
0 , y2m−1

0 y1, y
2m−2
0 y2

1, · · · , y2m
1 〉

なので
zw = a0y

2m
0 + a1y

2m−1
0 y1 + a2y

2m−2
0 y2

2 + · · ·+ a2my2m
1

と書ける. よって

ζ0 = ym
0 , ζ1 = ym−1

0 y1, · · · , ζm = ym
1

とおけば 2次式Q = Q(ζ0, · · · , ζm)で zw = Q(ζ0, · · · , ζm)を満たすものがとれ
る. (もちろんQは一意には定まらない.) よって

Q := {zw = Q(ζ0, · · · , ζm)} ⊂ CPm+2

とおくと Φi(Z) ⊂ Qである. よって Φi(Z) ⊂ p−1(Λ) ∩Q. 等号が成立するこ
とを示すためには p−1(Λ) ∩Qが既約で dim Φi(Z) = 2であることを示せばよ
い. 前者はQがΛ = CP1上の conic束に双有理同値であることから明らか. 後
者を示すために非特異既約元 S ∈ H0(Z, F )をとり, 完全列

0 −→ (m− 1)F −→ mF −→ mF |S −→ 0

から生じるコホモロジー群の完全列

0 −→ H0(Z, (m− 1)F ) −→ H0(Z, mF ) −→ H0(S, mF |S)
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をみる. (最後の写像は一般には全射かどうかはわからない. ) これのKi-fixed

partをとると

0 −→ H0(Z, (m− 1)F )Ki −→ H0(Z, mF )Ki −→ H0(S,mF |S)Ki(3)

を得るが, 命題 2.2 (i) (miの最小性 )から

H0(Z, (m− 1)F )Ki = H0(Z, (m− 1)F )T 2

であり, これは命題 2.1からm次元である. よって (3)の最後の写像の像は 3

次元ある. よって dim Φi(S) ≥ 1. S は非特異元であればなんでもよいので
dim Φi(Z) ≥ 2である. �

上記の証明では z を具体的に与えていないのでわかりにくいが, 実際には
div(z)が |F |T 2 の既約元たちの和として具体的に書けることを使って 2次式
Q(ζ0, · · · , ζm)を, Joyce計量を与える (n + 2)個のパラメーター (境界 ∂D上の
(n + 2)点)のうちの一部を使って具体的に与えることができる. (論文 [5]の式
(21)を参照. ここで一般にはすべてのパラメータが必要とならないことは Joyce

計量の変形を考える際に本質的な役割を果たす.)

命題 2.3により, 各 iごとに代数曲面 Φi(Z)が得られた. (これは iのみから
定まっていることに注意する.) ここでΦiは線形系 |miF |Ki による有理写像で
あったことを思い出すと, ΦiはGi (= KC

i )作用に関して同変写像である. Giは
Φiの値域CPmi+2には自明に作用するのでΦiの任意のファイバーはGi不変で
ある. さらにH0(Z,miF )Ki の生成元が具体的な形で与えられていていること
から, 非特異元 S ∈ |F |T 2にΦiを制限したときの一般ファイバーは (非特異で)

既約なCP1であることを確かめることができる. よってΦi(Z)はZのGi作用
による商空間とみなすことができる.

定義 2.4. 代数曲面 Φi(Z)のことを Joyce計量のツイスター空間 Z のGi作用
によるミニツイスター空間という. �

図式 (2)全体にG := (T 2)C � C∗ × C∗が作用しているので, 特にCPmi+2に
はG/Gi (� C∗)が作用しており Φi(Z)はG/Gi不変である. すなわち定義 2.4

のミニツイスター空間は自然な C∗作用を持つ. その作用による商空間が有理
曲線Λになっている.

なお, 上では線形系に有理写像の像としてGi作用によるツイスター空間の商
空間を得たが, より精密に, Φi(Z)は (線形系とは無関係に定まる)Moishezon多
様体への正則な作用による canonicalな商空間であることを示すことができる
([5, Prop. 6.2]). また, 命題 2.2を使って, 任意の Joyce計量のツイスター空間に
対してその射影モデルを完全に具体的な形で与えることができる [6]. また, か
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なり多くのZと iに対して, Zをミニツイスター空間Φi(Z)への有理写像とKi

作用を保ったまま, T 2作用は保たずに変形できることを示すことができる ([5,

§4,5]). これにより, 多くの場合に Joyce計量は S1作用を保ったまま T 2作用は
保たずに変形できることがわかる. ([5, Theorem 4.2]ではこのような変形をも
つための十分条件が作用Ki � nCP2作用のトポロジカルなデータを使って与
えられている.)

3. ミニツイスター空間と 3次元Einstein-Weyl多様体

本節ではミニツイスター空間と 3次元 Einstein-Weyl多様体について簡単に
説明する. 詳しいことは中田文憲氏との共著論文 [7]や中田氏による解説 [10]を
参照していただきたい.

まず滑らかな多様体M 上の Einstein-Weyl構造とは, (正定値 )共形構造 [h]

と torsion freeなアファイン接続∇の組 ([h],∇)で以下の条件を満たすもので
ある.

• ∇は次の意味で [h]と両立する：∇h = α⊗ h, ∃α ∈ A1(M),

• sym-Ric(∇) = fh, ∃f ∈ C∞(M). ここで sym-Ric(∇)は∇のリッチテ
ンソル (∇は Levi-Civitaとは仮定していないのでリッチテンソルは対
称テンソルになるとは限らない )を対称化したものを表す.

容易にわかるようにこれらの条件は代表元 h ∈ [h]の取り方によらない.

一方, (Hitchinの意味での)ミニツイスター空間とは, 非特異複素曲面T で
あって非特異有理曲線Lで自己交点数が 2であるものを含むもののことをいう.

次の命題はミニツイスター空間と 3次元 Einstein-Weyl多様体が局所的には同
値な概念であることを意味する：

命題 3.1. (Hitchin[4].) 3次元Einstein-Weyl多様体と上記の意味でのミニツイ
スター空間の間には自然な一対一対応がある. �

この対応は具体的には次のように与えられる. 3次元 Einstein-Weyl多様体
が与えられるとその上の∇に関する測地線全体のなす空間としてミニツイス
ター空間が定まり, 逆にミニツイスター空間が与えられるとその上の自己交点
数が 2である非特異有理曲線全体のなす空間として 3次元 Einstein-Weylが定
まる.

上記の対応は局所的なものであるが, 大域的には次が成り立つ.

命題 3.2. ([7, Theorem 2.10]) δ > 0とする. 代数曲面 S上の δ個の通常二重点
をもつ有理曲線LでL2 = 2δ + 2を満たすもののなす Severi多様体は 3次元複
素多様体であり, 自然な (複素)Einstein-Weyl構造を持つ. �
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ここで代数曲面上の Severi多様体とは, 一つの線形系の中で指定された個数
の通常二重点をもつ既約元のなす代数多様体である. 命題 3.2は命題 3.1の特
異点がある場合への一般化ないし大域化とみなすことができるので, ミニツイ
スター空間の概念は次のように一般化される.

定義 3.3. ([7, Def. 2.11]) 自然数mに対して指数mのミニツイスター空間と
は, 代数曲面 Sとその上の完備線形系 |C|の組 (S, |C|)であって, Cが次を満た
す有理曲線であるようなもののことをいう: (i) C2 = 2m, (ii) Cの特異点集合
はm− 1個の通常二重点からなる. �

この定義を用いれば, 命題 3.2は「指数mのミニツイスター空間の Severi多
様体は 3次元Einstein-Weyl多様体である」と述べることができる. なお, これ
の逆「(なんらかの意味でmaximalな )3次元Einstein-Weyl多様体上の測地線
の空間はあるミニツイスター空間の Severi多様体である」を示すことは興味深
い問題と思われる.

前節の定義 2.4のミニツイスター空間は定義 3.3の意味でのミニツイスター
空間になっている：

命題 3.4. ZをnCP2上の Joyce計量のツイスター空間とする. 各 1 ≤ i ≤ n+2

から定まるミニツイスター空間Φi(Z)は指数miのミニツイスター空間である.

ここでmiは命題 2.2で得られた数. �

また, 3次元 Einstein-Weyl多様体は S1作用で不変な自己双対構造の次元簡
約として自然に生じることが知られている：

命題 3.5. (Jones-Tod [8]) M を向きづけられたなめらかな 4次元多様体, Kを
1次元の連結リー群でM に自由に作用しているとする. M 上の自己双対的な
共形類 [g]がK作用で保たれているとする. このとき商空間M/K上には自然
なEinstein-Weyl構造が入る. 逆に freeなK作用をもつ自己双対共形構造はす
べて 3次元 Einstein-Weyl多様体 (とその上のmonopole方程式の解)から得ら
れる. �

なお, Joyce計量のミニツイスター空間に対応する 3次元Einstein-Weyl多様
体は, Calderbank-Pedersen [2] によって具体的に与えられている.
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これまで登場してきた対象の関係は以下のようになっている：

[微分幾何] [複素幾何]

自己双対多様体 ←→ ツイスター空間
↓ ←1次元群作用による商→ ↓

3次元 Einstein-Weyl多様体 ←→ ミニツイスター空間

3次元Einstein-Weyl多様体とミニツイスター空間の間の対応は, 局所的には
Hitchinにより確立されているが, 上で触れたように大域的には←側の方向し
か確立されていない.
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対称空間上のベクトル束、等径関数とラドン変換

長友康行
九州大学大学院数理学研究院

1. Introduction

本稿の最初の目的はコンパクト型の対称空間上で組織的に等径関数を構成
することにある。そのために、対称空間G/K 上のベクトル束と切断を利用
する。ベクトル束と切断を指定するためにGの既約表現W で、その主軌道
がW 内の余次元 1の球面となっているものを選ぶ。この表現をKに制限す
ることにより、等質ベクトル束を得る。Frobeniusの相互律により、W はこ
のベクトル束の切断のなす空間とみなせるので、W の元をひとつ固定して、
ベクトル束の切断を得る。このとき、この切断の固定部分群としてH ⊂ Gを
得るが、仮定からGのHによる商空間は球面となることに注意する。

Gはコンパクトであるので、W の不変内積を利用して、指定された切断の
ノルムの 2乗を関数 f : G/K → Rとみなす。f の零点集合はG/Kの全測地
的部分多様体となることが示される。

H のG/K への作用が余等質性 1であるときには、f は等径関数となるこ
とがわかる。この場合、ベクトル束とその切断を利用した対称空間内の部分
多様体の幾何学を構築し、ベクトル束の第 2基本形式と切断が等径関数の正
則等位面（等径超曲面）の形作用素と関係することを示す。その結果、等径
超曲面の平均曲率や主曲率を求めることができる。平均曲率は統一的に記述
されるが、主曲率の記述においては対称空間の個性が反映される。また、等
径超曲面の族内にただ一つ極小超曲面が存在することがわかる。
余等質性が 1より大きいときには、f は等径関数ではないことが示される。

しかし、新たな関数を導入することによってRk値等径関数が得られる（kは
作用の余等質性を表す）。さらに、新しい等径関数 f̃を構成できる。この f̃は
f よりも大きな対称性を持つ。すなわちH ⊂ H̃ ⊂ Gをみたす部分群 H̃が存
在し、H̃は f̃ を不変にする。この f̃ と H̃の出現を、W と関連した表現、ベ
クトル束とその切断を使って代数的、幾何学的に説明する。なお、副産物と
して、H-軌道は等焦点部分多様体ではないことも示される。
最後に、ラドン変換R : C∞(G/K)→ C∞(H\G) を定義し、ここで得られ

た対称空間G/K の等径関数のラドン変換を考察する。等径関数のラドン変
換は球面上の等径関数となり、その等径超曲面の異なる主曲率の個数はHの
G/Kへの作用の余等質性により異なる。余等質性が 1であれば、得られた球
面内の等径超曲面の相異なる主曲率の数は 2となり、それ以外の場合には、4
となる。特に、尾関‐竹内 [10]により得られた非等質な等径超曲面に対応す
る等径関数が得られる。
本研究は久留米高専の高橋正郎氏との共同研究 [8]である。
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2. 準備
2.1. 等径関数.

定義 2.1. リーマン多様体 (M, g)上のRk値関数 f : M → Rkが等径関数で
あるとは、f = (f1, · · · , fk)とおいたときに、
(1) 〈dfi, dfj〉 = Fij(f1, · · · , fk)
(2) Δfi = Gi(f1, · · · , fk)

となる関数 Fij, Gi : R
k → R が存在することである。

正則値に対する f の等位面は等径部分多様体といわれる。
球面上の等径関数の例を挙げる。球面上の等径超曲面の主曲率は定数であ

ることが知られており、異なる主曲率の数を gとすれば、g = 1, 2, 3, 4, 6とな
る [5]。

例. (g = 2) SN−1をRN 内の単位球面とする。(x1, · · · , xN)をRN の標準的
な座標関数とする。このとき、

1

N

{
q

p∑
i=1

x2
i − p

q∑
α=1

x2
α

}
は等径関数である。ただし、2 � p � N − 2, p+ q = N とする。等径超曲面
は Sp−1 × Sq−1 と同一視される。

この例では等径超曲面は球面の等長変換群の軌道となっている。このよう
な等径超曲面は等質であるといわれる。g = 1, 2, 3 の場合には、等径超曲面
はすべて等質であることが知られている。また、等質な等径超曲面は [3]の
結果を利用することにより、高木‐高橋により分類されている [11]。しかし、
g = 4の場合には非等質な等径超曲面が存在する。
まず、野水による g = 4である等径関数の例を紹介する [9]。

例. S2N−1をCN (N � 3)内の単位球面であるとする。(x1+iy1, · · · , xN+iyN)
をCN の標準的な座標関数とする。このとき、(

n∑
i=1

x2
i −

n∑
i=1

y2
i

)2

+ 4

(
n∑

i=1

xiyi

)2

は等径関数である。この例でも等径超曲面は等質である。

非等質な等径超曲面の例は、尾関‐竹内により発見された [10]。後にFerus,
KarcherとMünznerが組織的に非等質等径超曲面を構成した [1]。これらの等
径関数は FKM型といわれる。

2.2. グラスマン多様体の幾何学. W をN次元実、もしくは複素ベクトル空間
とし、W 内の p次元部分空間からなるグラスマン多様体をGrp(W )とおく。
（W が実ベクトル空間のときにはW は向きを持つと仮定し、向きを込めた部
分空間からなるグラスマン多様体も考えることにするが、記号が煩雑になる
ことを避けるため、区別しない。）
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S → Grp(W )を同語反復ベクトル束とすれば、S → Grp(W )は自然にW
をファイバーとして持つ階数Nの自明束W → Grp(W )の部分束とみなせる。
したがって、商ベクトル束として、Q→ Grp(W )を得る。

0→ S
iS−→ W

πQ−→ Q→ 0.

本稿では、ベクトル束Q→ Grp(W )を普遍商束ということにする。
ここで、W にその係数体に応じて、内積、もしくはエルミート積（簡単の

ため、以後スカラー積という）を入れる。すると、Grp(W )にはリーマン対称
空間としての構造が入るが、さらにベクトル束 S → Grp(W ), Q → Grp(W )
にもファイバー計量 gS, gQが入る。また、W → Grp(W )の積接続を利用す
れば、S → Grp(W ), Q → Grp(W )にも接続が導入されるが、これは標準接
続といわれるものと一致する。
ベクトル空間W のスカラー積を用いて定義されるベクトル束としての準

同型を πS : W → S, iQ : Q → W とおく。前者は直交射影であり、後者は
S → Grp(W )のW → Grp(W ) における直交補空間をとることにより得られ
るW → Grp(W ) の部分束 S⊥ → Grp(W )と普遍商束を同一視することによ
り得られる。
さて、S → Grp(W )の切断 sを iS(s)と同一視することにより、W に値を

もつ関数とみなし、
I(s) := πQdiS(s)

と定義すれば、I はベクトル束 Hom (S, Q)に値をもつ 1-形式となる。I ∈
Ω1 (Hom (S, Q)) をベクトル束の第２基本形式という [4]。同様にして J :=
πSdiQ ∈ Ω1 (Hom (Q,S)) も定義される。また、準同型 πQ : W → Qにより、
ベクトル空間W はまた、Q → Grp(W )の切断のなす空間とみなせることに
注意する。
次に写像 f :M → Grp(W )が与えられたとする。写像 f により、グラスマ

ン多様体上のベクトル束やその計量、接続、第２基本形式を引き戻す。する
と、この誘導接続とMのリーマン計量により、引き戻し束 f∗Q→Mの切断
に作用するラプラス作用素Δが定義される。また、ベクトル空間W は、引
き戻し束 f ∗Q→M の切断のなす集合ともみなせる。
ここで、第２基本形式 I,J を使って、

A :=
n∑

i=1

Iei
Jei
: f∗Q→ f ∗Q

なるベクトル束としての準同型を定義し、平均曲率作用素ということにする。
ただし、n = dimM とし、e1, · · · , enはM の接空間の正規直交基底とする。

3. 関数の構成
(G,K)をコンパクト型の既約対称対であるとする。ただし、コンパクトリー

群Gは単連結であり、その閉部分群Kは連結であるとする。コンパクト対称
空間G/K 上のベクトル束とその切断を利用して、以下のように関数を構成
する。
まず、W をG不変スカラー積をもつ、主軌道が余次元 1の球面となるGの

既約表現とする。このような表現は以下の表現に限る [2]。
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•Table 3.1
G SU(n) Spin(n) Spin(7) Spin(9) Sp(n)

W Cn, Cn∗
R

n S7 S9 C2n ∼= C2n∗

G Spin(8) G2

SM S+
8 , S

−
8 R7

この表において, Sn は Spin(n)のスピン表現であり、S±
n は Spin(n)の半ス

ピン表現である。
次にその表現を部分群Kに制限して得られるK表現を考え、W をK既約

表現に分解する。

W = U0 ⊕ V0, dimU0 = p, dimV0 = q.

（W 自身がK既約表現となる場合も存在するが、このような場合は除く。）等
質ベクトル束をU := G×K U0, V := G×K V0とおく。Frobeniusの相互律に
より、W ⊂ Γ(U), Γ(V ) とみなせる。
このとき、(V → G/K, W )による誘導写像 [7]

i : G/K → Grp(W ), i(gK) = gU0 ⊂ W

が等長写像となるようにG/Kの計量 gを定める。
すると、i : G/K → Grp(W )は全測地的部分多様体となる [7]。さらに次の

定理が成り立つ。

定理 3.1. [7, Theorem 7.2] i : G/K → Grp(W )を全測地的部分多様体とす
る。Q→ Grp(W )を普遍商束とし、その iによる引き戻し束を V → G/Kと
おく。
このとき、V → G/Kは標準接続により、ホロノミー分解V = V1⊕ · · ·⊕VL

され、W は Vl → G/K(l = 1, 2, · · · , L)のラプラス作用素の固有空間とみな
せる。さらに平均曲率作用素Aに対して、Δt+ At = 0が成り立つ。

この定理を利用すれば、次の結果が得られる。ここで、n = dimG/K と
する。

定理 3.2. W がGの実表現であれば、任意の s ∈ W ⊂ Γ(U)と t ∈ W ⊂ Γ(V )
に対して、

Δs =
n

p
s, Δt =

n

q
t

が成り立つ。
W がGの複素表現であれば、任意の s ∈ W ⊂ Γ(U)と t ∈ W ⊂ Γ(V ) に

対して、
Δs =

n

2p
s, Δt =

n

2q
t

が成り立つ。

そこで、w ∈ W (|w| = 1)に対応する U → G/K, V → G/Kの切断をそれ
ぞれ、s ∈ Γ(U), t ∈ Γ(V )とおく。w ∈ W の固定部分群をH ⊂ Gとおく。
関数 |s|2 : G/K → R が考察の対象である。
定理 3.2から、次の結果が得られる。ここで、N := dimW である。
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定理 3.3. W がGの実表現であれば、

Δ|s|2 = 2nN

pq

(
|s|2 − p

N

)
,

が成り立つ。
W がGの複素表現であれば、

Δ|s|2 = nN

pq

(
|s|2 − p

N

)
,

が成り立つ。

したがって、関数 |s|2 : G/K → R は等径関数の定義内の条件 (2)を満たす
ことがわかる。しかし、一般には条件 (1)は満たされない。

4. 臨界部分多様体
G/Kの二つの部分集合を以下のように定義する。

S0 :=
{
x ∈ G/K | |s|2 = 0

}
, SM :=

{
x ∈ G/K | |s|2 = 1

}
定理 4.1. (cf. [6]) 関数 |s|2 : G/K → Rの臨界点のなす集合は S0 ∪ SM と
なる。S0, SM ともにH-軌道であり、G/Kの全測地的部分多様体となる。ま
た、|s|2 : G/K → RはMorse-Bott関数である。

•Table 3.2
G/K W H U0 ⊕ V0 S0, SM

SU(n)/SO(n) Cn SU(n− 1) Rn ⊕ Rn SU(n− 1)/SO(n− 1)
Grp(C

n) Cn SU(n− 1) Cp ⊕ Cq Grp(C
n−1), Gp−1(C

n−1)

Grp(R
n) Rn Spin(n− 1) Rp ⊕ Rq Grp(R

n−1), Gp−1(R
n−1)

Sn−1 Rn Spin(n− 1) R ⊕ Rn−1 Sn−1, 2points

Gr4(R
7) S7 G2 R4 ⊕ R4 G2/SO(4), G2/SO(4)

Gr4(R
8) S±

8 Spin(7) R4 ⊕ R4 Gr4(R
7), Gr3(R

7)

Gr4(R
9) S9 Spin(7) R8 ⊕ R8 Gr4(R

7), Gr3(R
7)

Sp(n)/U(n) C2n Sp(n− 1) Cn ⊕ Cn∗
Sp(n− 1)/U(n− 1)

Grp(H
n) Hn Sp(n− 1) Hp ⊕ Hq Grp(H

n−1), Gp−1(H
n−1)

G2/SO(4) R7 SU(3) R4 ⊕ R3 SU(3)/SO(3), CP 2

5. 等径関数
補題 5.1. cを関数 |s|2 : G/K → Rの正則値とする。以下の３つの場合を除
いて、Sc := (|s|2)−1

({c})もH-軌道となる。（したがってHのG/Kへの作用
は余等質次元 1の作用となる。）

(G/K,W ) : (SU(n)/SO(n),Cn) ,
(
Sp(n)/U(n),C2n

)
,

(
Gr4(R

9), S9

)
.

それぞれのH作用の主軌道の余次元は 2, 3, 2となる。

ここで、余等質次元が1である場合と他の場合を分けて考察することにする。
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5.1. 余等質次元= 1の場合.

補題 5.2. HのG/Kへの作用が余等質次元 1の場合には、|s|2は等径関数と
なる。

|s|2の正則点において、Scの単位法ベクトル n を

n =
grad f

|grad f |
と定める。また、切断 s, tとベクトル束の第 2基本形式 I, Jを利用して、G/K
の接ベクトル束の準同型 Ĩと J̃ を次のように定める。

g(ĨX, Y ) =
1

2
{gV (IXs, IY s) + gV (IY s, IXs)}

g(J̃X, Y ) =
1

2
{gU (JXt, JY t) + gU (JY t, JXt)} .

Ĩと J̃ はH不変な対称作用素となる。
このとき、Scの形作用素をAnとおけば、

An =
2

|df |
(
Ĩ − J̃

)
.

が成り立つ。Ĩと J̃の固有空間分解および固有値は完全に決定できるので、Sc

の平均曲率および主曲率を求めることができる。

定理 5.3. grad |s|2のノルムは以下のようになる。

∣∣grad |s|2∣∣ =
⎧⎨⎩2|s||t|

√
n
pq

, W : 実表現,

|s||t|
√

n
pq

, W : 複素表現.

定理 5.4. Scの平均曲率mは

m =

⎧⎨⎩
1

|s||t|
√

n
pq
{|s|2(q − 1)− |t|2(p− 1)} , W : 実表現,

1
2|s||t|

√
n
pq
{|s|2(2q − 1)− |t|2(2p− 1)} , W : 複素表現

となる。とくにただひとつの c ∈ (0, 1)に対して、Scは極小超曲面であるこ
とがわかる。

主曲率は統一的には記述されず、多様体と表現W の個性が反映される結果
となっている。なお、|s|2 = cであるが、切断を尊重し、|s|, |t|を用いて主曲
率を記述する。

定理 5.5.
(
Grp(R

N),RN
)
の場合、Scの主曲率は

|s|
|t| , −|t||s| , 0,

となり、その重複度はそれぞれ q − 1, p− 1, (p− 1)(q − 1)となる。
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定理 5.6.
(
Grp(C

N),CN
)
の場合、Scの主曲率は

1√
2|s||t|

(|s|2 − |t|2), |s|√
2|t|

, − |t|√
2|s|

, 0,

となり、その重複度はそれぞれ 1, 2(q − 1), 2(p− 1), 2(p− 1)(q − 1)となる。
定理 5.7.

(
Grp(H

N),HN
)
の場合、Scの主曲率は

1

2|s||t|(|s|
2 − |t|2), |s|

2|t| , − |t|
2|s| , 0,

となり、その重複度はそれぞれ 3, 4(q − 1), 4(p− 1), 4(p− 1)(q − 1)となる。
定理 5.8. (Gr4(R

7), S7)の場合、Scの主曲率は√
3

12

1

|s||t|
{
3(|s|2 − |t|2)±

√
9− 4|s|2|t|2

}
, 0,

となり、その重複度はそれぞれ 3, 3, 5となる。
定理 5.9. (G2/SO(4),R

7)の場合、Scの主曲率は
1√
6

1

|s||t|
{
(|s|2 − |t|2)±

√
1− |s|2|t|2

}
, −

√
2

3

|t|
|s| , 0,

となり、その重複度はそれぞれ 2, 2, 1, 2となる。
なお、ここで、

f̃ = |s|2 − p

N
と定義する。このとき、f̃ は固有関数となる。もちろん、等径関数である。

5.2. 余等質次元> 1の場合. 例外的な３つの場合には、|s|2は等径関数では
ないことが示される。しかし、さらに関数を定義することによって、Rk値等
径関数を構成できる（kはそれぞれの余等質次元を表す）。なお、これらの場
合、主軌道は等焦点部分多様体ではないことも示すことができる。
• (SU(n)/SO(n),Cn) (n � 3)
補題 5.10. R2に値をとる関数 F を以下のように定義する。

F :=
(
|s|2 − |t|2, 2gU(s, t)

)
.

このとき、F は等径関数となる。

さらに f̃ = |F |2 = (|s|2 − |t|2)2 + 4gU(s, t)
2と定める。

定理 5.11. f̃ は対称空間 SU(n)/SO(n)上の等径関数となる。

w ∈ W と f̃の関係を説明する。hをW ∼= Cnの不変エルミート積とすれば、
w̃ := iw⊗ h(·, w)− i

n
In ∈ W ⊗W ∗は su(n)の元とみなせる。すると su(n)の

標準分解 su(n) = so(n)⊕m に応じて、w̃ はホロノミー束 SU(n)×SO(n) so(n)
の切断 s̃を誘導する。このとき、

2|s̃|2 = 4
(
|s|2|t|2 − gU(s, t)

2
)
= 1−

{(
|s|2 − |t|2

)2
+ 4gU(s, t)

2
}
= 1− f̃
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が成り立つ。w̃は H̃ := S(U(1)× U(n− 1)) の作用で不変であるので、次の
結果が成り立つ。

補題 5.12. 等径関数 f̃ は H̃の作用の下で不変である。

H̃の SU(n)/SO(n)への作用は余等質性 1である。

補題 5.13. f̃ の臨界点の集合は f̃−1(0)と f̃−1(1)からなる。

補題 5.14. F−1(0)は f̃−1(0)と一致し、SU(n)/SO(n) の極小部分多様体と
なる。

定理 5.15. f̃−1(1)は SU(n)/SO(n) の全測地的部分多様体となる。

• (Sp(n)/U(n),Cn)

補題 5.16. R3に値をとる関数 F を以下のように定義する。

F :=
(
|s|2 − |t|2, 2(s, t)

)
.

このとき、F は等径関数となる。ただし、(s, t)は U → Sp(n)/U(n)と V →
Sp(n)/U(n) との双対関係を利用したC値関数である。

さらに f̃ = |F |2 = (|s|2 − |t|2)2 + 4 |(s, t)|2と定める。

定理 5.17. f̃ は対称空間 Sp(n)/U(n)上の等径関数となる。

w ∈ W と f̃の関係を説明する。ωをW ∼= C2nの不変シンプレクティック形
式とする。Sp(n)既約分解∧2C2n = ∧2

0C
2n ⊕Cω を考え、w ∧ jw ∈ ∧2C2nの

∧2
0C

2n 成分を w̃とおく。U(n)表現として、∧2
0C

2n = ∧2Cn ⊕∧2Cn∗ ⊕ su(n)C

と既約分解されるので、w̃が実構造で不変であることを考慮すれば、w̃はベ
クトル束 Sp(n)×U(n)

(
∧2Cn ⊕ ∧2Cn∗)R の切断 s̃を誘導する。このとき、

2|s̃|2 = 4
(
|s|2|t|2 − |(s, t)|2

)
= 1−

{(
|s|2 − |t|2

)2
+ 4|(s, t)|2

}
= 1− f̃

が成り立つ。w ∧ jwは H̃ := Sp(1)× Sp(n− 1) で不変であるので、次の結果
が成立する。

補題 5.18. 等径関数 f̃ は H̃の作用の下で不変である。

注意. Sp(n)/U(n)はエルミート対称空間なので、H̃の部分群 Sp(1)作用に対
する運動量写像 μ : Sp(n)/U(n)→ sp(1) を考えることができる。この運動量
写像が等径関数 F である。

H̃の Sp(n)/U(n)への作用は余等質性 1である。

補題 5.19. f̃ の臨界点の集合は f̃−1(0)と f̃−1(1)からなる。

補題 5.20. F−1(0)は f̃−1(0)と一致し、Sp(n)/U(n) の極小部分多様体となる。

定理 5.21. f̃−1(1)は Sp(n)/U(n) の全測地的部分多様体となる。
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• (Gr4(R
9), S9)

まずスピン表現 S9の 2次の対称積 S2S9の既約分解を考える。

S2S9 = R ⊕ R9 ⊕ ∧4R9.

Π : S2S9 → R9 を直交射影とすれば、Spin(9)同変写像 α : S9 → R9を

α(w) = Π(w ⊗ w)

と定義することができる。
また、Spin(4)× Spin(5)表現空間として、U0 = S+

4 ⊗ S5, V0 = S−
4 ⊗ S5な

ので, 既約分解
U0 ⊗ V0 = R4 ⊗

(
R ⊕ R5 ⊕ so(5)

)
を得る。そこで、直交射影 π0 : U0 ⊗ V0 → R4 を利用して、同語反復束 S →
Gr4(R

9) の切断 π0(s⊗ t)を得る。
このとき、α(w)の誘導する切断がπ0(s⊗t)であることがわかる。これはR9

の元が誘導する同語反復束 S → Gr4(R
9)の切断であるから、(Gr4(R

9),R9)
の場合に帰着され、次の結果を得る。

定理 5.22. f̃ := |π0(s⊗ t)|2 は H̃ := Spin(8)の作用で不変な等径関数である。

なお、この場合もR2値等径関数を得る。

補題 5.23. R2に値をとる関数 F を以下のように定義する。

F :=
(
|s|2 − |t|2, f̃

)
.

このとき、F は等径関数となる。

補題 5.24. F−1
(
0, 1

8

)
= f̃−1

(
1
8

)
はGr4(R

9) の全測地的部分多様体となる。

注意. F−1
(
0, 1

8

)
= f̃−1

(
1
8

)
から、次のよく知られた等質空間としての表示を

得る。
Spin(7)/Sp(1)× Sp(1) ∼= Gr3(R

8).

6. ラドン変換
最後に二つのファイブレーション π1 : G→ H\G, π2 : G→ G/Kを利用し

て、ラドン変換R : C∞(G/K)→ C∞(H\G) を以下のように定義する。すな
わち、f ∈ C∞(G/K)に対して、Hの正規化されたHaar測度 dμを利用して、
R(f) ∈ C∞(H\G)を

R(f)(x) =

∫
π−1
1 ({x})

π∗
2fdμ

と定義する。

定理 6.1. HのG/Kへの作用が余等質次元 1の場合には、|s|2のラドン変換
は球面 SN−1 ⊂ W 上の主曲率が２種類の等径関数となる。
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実際に、W が実表現であるときには、
g−1w = x1e1 + · · ·+ xNeN

という座標を用意すると、

R(f̃) =
1

N

{
q

p∑
i=1

x2
i − p

q∑
α=1

x2
α

}
となる。
定理 6.2. SU(n)/SO(n) (n � 3) 上の等径関数 f̃ のラドン変換は、野水によ
り定義されたCnの単位球面上の等径関数となる。
定理 6.3. Sp(n)/U(n)上の等径関数 f̃ のラドン変換は球面 S4n−1 ⊂ C2n上の
主曲率が４種類の等径関数となる。
ここまでの例では、ラドン変換で得られた等径関数は球面内の等質な等径

超曲面に対応する等径関数であるが、(Gr4(R
9), S9)の場合には非等質な等径

超曲面に対応する等径関数が得られる。この結果は [1], [10]を参照すること
により示され、尾関‐竹内により得られた等径関数であることがわかる。
定理 6.4. Gr4(R

9) 上の等径関数 f̃ のラドン変換は、スピン表現 S9内の単位
球面 S15上の主曲率が４種類の等径関数となる。この等径超曲面は等質では
ない。
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